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Prefacio

Es mejor equivocarse por actuar y experimentar, que salvarse del
error al precio de no hacer nada. '

Lema del GRAILL.

El propésito de los autores al presentar esta obra. cs poner en manos del
amable lector un trabajo conciso, serio y profesional que cubre los principales
hechos histéricos y los modelos mas importantes de memorias asociativas que
han surgido, a nivel mundial, desde la década de los sesenta.

Las memorias asociativas han mantcnido su presencia cn los escenarios
de la investigacién cicntffica durante varias décadas, y en la actualidad cs
uno de los temas relevantes que aparccen en publicaciones institucionalces,
libros v revistas de rcconocido nivel y prestigio internacional; ademés. las
memorias asociativas son tema de interés en diferentes cventos nacionales
¢ internacionales, cn congresos mundiales ¥ en reuniones de cientificos c
ingenicros.

A medida que sc avanza cn las investigaciones sc obticnen resultados
notables (impresionantcs, algunos de cllos), v a su vez csos nucevos modclos
generan conocimicntos frescos que sirven de materia prima para quc otros in-
vestigadores. a veces en laboratorios alcjados de los primeros, rcalicen nuevos
avances y descubrimicntos; asf es cl fascinante mundo de la investigacion en
memorias asociativas.

Conio s¢ menciona cn la cita inicial y cn ¢l pic de pdgina. los autores
somos fundadores del GRAI, grupo cuyo lider ¢s uno de los autores de csta

I Los autores son fundadores del GRAIL: Grupo de Robética y Andlisis de Tmd-
genes, sito en ¢l Centro de Investigacién en Computacion del Instituto Politécnico
Nacional.

Vil



vl PREFACIO

obra, v que s¢ ha dado a la tarca de dar a conocer en México los nove-
dosos métodos de la morfologia matemidtica, entre otros temas de interes
Al aplicar csta rama de la ciencia a las memorias asociativas, surgicron las
memorias asociativas morfolégicas, que han impulsado de mancra ostensib)le
cl interés cn cl drea de las memorias asociativas.

El libro estd conformado por nucve capftulos v un apéndice. El capitulo
1 conticne la imprescindible introduccion. donde sc contextualiza hist6ri-
camente ol desarrollo de las memorias asociativas, se plantea su funciona-
micnto y sc introduce al lector cn cl lenguaje v la notacién propias dc csta
drca del saber humano.

Los capitulos 2 y 3 conticnen dos de los trabajos pioncros mas impor-
tantes cn cste campo, que constituyen antecedentes cruciales para cl desa-
rrollo de los modclos actuales de memorias asociativas: la Lernmatrix, idcada
y desarrollada por cl cientifico aleman Karl Steinbuch cn 1961. y un traba-
jo pioncro. notable por su podecrosa sencillez: el Correlograph dispositivo
que fuc desarrollado en Inglaterra por los cientificos Willshaw. Buneman &
Longuct-Higgins en 1969.

Los siguicntes dos capitulos, ¢l 4 y el 5, exhiben la trascedental produc-
cién dc la gencracién 1972: ¢l Lincar Associator, un modclo dc memoria
asociativa desarrollada de mancra independiente por dos notables cientifi-
cos. James A. Anderson y Teuvo Kohonen. y ¢l bosquejo de algunas de las
idcas que aparccen cn los trabajos del preclaro y prolifico teérico japonés
Shun-ichi Amari, quien ha desplegado una febril actividad. trabajando en
la University of Tokyo y cn ¢l Laboratory For Mathematical Neuroscience
del Brain Scicence Institute de Japén (RIKEN). en busca de la crcacién de
nucvos conceptos y la formacién de recursos humanos de alto nivel en las
greas de redes neuronales y memorias asociativas.

El capitulo 6 aborda uno de los trabajos cldsicos cn memorias asocia-
tivas, la Mcmoria Asociativa Hopficld, cuyo autor sc ha convertido ¢n algo
asf como una leyenda viviente. Las razones de csta peculiar situacion obc-
decen a que. entre otras cosas. algunos de los conspicuios autores cientificos
que publican regularmente cn las dreas de redes neuronales, fisica y memo-
rias asociativas han declarado, de mancra muy scria ¢uc cste personaje. cl
fisico nortcamericano John Hopfield, es ¢l responsable de haber revivido cl
interés, a principios de la década de los ochenta del siglo XX, cn las redes
ncuronales y cn particular en las memorias asociativas, después de sufrir un



X

cstancamicnto de mas de una década. En cl apéndice A sc presentan dos
demostraciones de un tcorema relacionado fntimamente con ¢l trabajo de
Hopficld. :

El capitulo 7 ticne como propésito incluir tres modclos de memoria aso-
ciativa que no son csenciales para entender el desarrollo de los modclos de
memorias asociativas, pero que comparten una caracterfstica comtin: son
extensiones de modclos couoci(.losﬁﬂl ADAM de Austin se puede considerar
como una extensién de las redes asociativas de Willshaw; la BAM de Kosko,
que surgié cn pleno auge de los intentos realizados por algunos grupos de
investigacion con miras a minimizar una de las desventajas de la memoria
Hopficld, sc pucde considerar como una extensién ingeniosa de esta ulti-
ma; y finalmente, la SDM de Kanerva cstd basada en la estructura de una
RAM usual. y puede considerarse como una generalizacién de los conceptos
involucrados en una RAM

Entre la mirfada dc aportaciones ¢ innovaciones cn cl campo de las
memorias asociativas, después del espectacular éxito de la memoria Hop-
ficd de 1982, no succdid nada rcalmente trascendente hasta 1998, cuando
aparccicron las memorias asociativas morfologicas. La diferencia fundamen-
tal entre cstas memorias v las memorias asociativas cldsicas como ¢l Lincar
Associator y la Mcmoria Hopficld, ¢s que mientras éstas basan su operacion
en la suma y multiplicacion usuales. las memorias morfoldgicas se basan
en las operaciones morfoldgicas de dilatacion y crosién. En otras palabras,
micntras quc las memorias asociativas cldsicas cchan mano de la suma de
productos, las memorias asociativas morfoldgicas hacen uso de méiximos o
mfnimos dc sumas.

Los capitulos 8 v 9 constituyen un colofén de lujo, pues cn éstos sc expli-
can los origenes. conceptos tedricos y funcionamiento de las memorias aso-
ciativas morfolégicas de Ritter & Dfaz de Leén y de las memorias asociativas
af de Yanez & Diaz de Leén. Ambos modclos representan importantes vetas
dc investigacion cn temas que se encuentran cn la frontera del conocimicnto
en cl drea de las memorias asociativas.

Con csta obra, los autores hemos contribuido con lo que dicta cl lema

del IPN: ”"La Técnica al Servicio de la Patria”.

Cornclio Ydanez Marquez

Juan Luis Diaz de Ledn Santiago
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Capitulo 1

Introduccion.

El tema dc las memorias asociativas ha estado vigente, desde hace varios
lustros. dentro de algunas drcas de investigacién en diversas latitudes del
orbe. El propésito fundamental de una memoria asociativa es recuperar co-
rrectamente patrones completos a partir de patronces de entrada, los cuales
pucden cstar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado: ésta cs
la caracteristica mds atractiva de las memorias asociativas.

Notables investigadores han abordado cl problema de generar modclos de
memorias asociativas (Steinbuch, 1961; Stcinbuch & Frank, 1961; Willshaw,
Buncman & Longuet-Higgins, 1969: Amari, 1972: Anderson. 1972; Kohonen,
1972; Nakano, 1972; Kohonen & Ruohonen, 1973: Kohonen, 1974; Little &
Shaw, 1975; Anderson, Silverstein, Ritz & Jonces, 1977; Amari, 1977: Hop-
ficld, 1982; Hopficld. 1984; Austin. 1987; Kancrva, 1988: Kolen, & Pollack,
1991; Buhmann. 1995: Kinser, 1995; Bandyopadhyay, & Datta, 1996: Alck-
sander & Morton, 1997; Austin. Buckle, Kennedy. Moulds, Pack & Turner,
1997; Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon. 1998: Ritter, Diaz-de-Leon & Suss-
ner, 1999), y han logrado resultados de importancia tal, que algunos de los
trabajos pioncros (décadas 1970 y 1980) sc han convertido en auténticos
cldsicos.

La capacidad de aprendizaje y almacenamicnto, la cficiencia en la res-
pucsta o recuperacién de patrones. la rapidez y la inmunidad al ruido, son
topicos de interés entre los investigadores que se dedican a estudiar estos
modeclos con cl fin de proponer variaciones y generalizaciones que, a la postre.
se traduzecan en nuevos modelos de Imemorias asociativas con ventajas claras
sobre los modclos conocidos y que, adeiads. scan propicios para su aplicacién
dirccta cn problemas reales.



CAPITULQ 1. INTRODUCCION

Asi. se han propuesto esquemas alternativos ante los clisicos (o varia.
diones de éstos). cuyvos autores aseguran (ue sus modclos de memorias aso-
clativas hacen gala de gran capacidad de almacenamiento (Chen & Honavar,
1003 Graham & Willshaw, 1995: Imada & Araki. 1995: Adcodato & Taylor,
1996: Storkey 1997; Bosch & Kurfess. 1998: Jagota. Narasimban & Regan,
199%): exhiben mis rapidez que otras (Kinscer. 1995); prucban ser cficientes
en cuanto a la recuperacion de patrones (Hely. Willshaw & Hayes. 1997; Som-
mer & Palm, 1998) o sc han implementado en hardware (Kennedy, Austin
& Cass. 1995: Krikelis, & Weems, 1997; Stright, Cofficld. & Brooks, 1998).

Existen cquipos de investigacién que han dirigido sus esfucizos a incor-
porar las bondades dc las técnicas alcatorias cn los csquemas para memo-
rias asociativas (Kancrva, 1988: Browne, & Alcksander, 1996: Villanucva. &
Figucroa, 1998). Las indefectibles aplicaciones de las memorias asociativas
también han dado lugar a relevantes proyectos y trabajos de investigacion
(Herrmann, & Sodini, 1992; Schwenk & Milgram. 1995: Gori, Lastrucci &
Soda 1996: Silver, Glover & Stonham. 1996: Jorgensen 1997; Hattori & Hagi-

wara, 2000).

En csta vordgine de aportaciones ¢ innovacionces, la aparicién. desarrol-
lo. aplicaciones v consolidacién dc las memorias asociativas morfolégicas re-
presentd un salto cualitativo en la concepeién y desarrollo de las memorias
asociativas, por las caracterfsticas propias de las operacioncs morfolégicas.
que permiticron ventajas de las memorias asociativas morfoldgicas respec-
to de los modclos conocidos (Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon. 1998: Ritter.
Diaz-de-Leon & Sussncr, 1999): con objeto de proporcionar una mucstra de
la magnitud de cste salto cualitativo, podemos mencionar que al funcionar cn
uno de los posibles modos (autoasociativo), las memorias asociativas mor-
fologicas ticnen respuesta perfecta y capacidad infinita de aprendizaje y
almacenamiento (Diaz-de-Leén & Yaiiez, 1999). Un hecho que puede ser
importante cn ¢l contexto de las potencialidades de la teenologia de punta a
nivcles de seguridad nacional, ¢s que investigadores del Air Force Research
Lab. dc los Estados Unidos implementaron las memorias asociativas mor-
folégicas cn hardware VLSI (Stright, Cofficld. & Brooks, 1998).

Las memorias asociativas morfologicas inspiraron la aparicién de las
memorias asociativas af (alfa-heta), las cuales exhiben ventajas claras sobre
las primeras. entre las que destaca una menor densidad aritmética (Yanez,
2002; Yancz & Diaz de Leén, 2003). Hoy por hoy, las memorias asociativas
a3 constituyen un modelo que se cncuentra cn la frontera del conocimiento

cn cste importante teima.



El propésito de cste capitulo cs plantcar de mancra diafana y concisa cl
problema inherente al funcionamicnto de las memorias asociativas. Por su
naturalcza, este problema sc escinde en dos fases claramente distinguibles:

1. Tasc de aprendizaje (generacién de la memoria asociativa)
2. Fasc de recuperacién (operacién de la memoria asociativa)

Para cstar en condiciones de realizar el plantcamicnto del problema. cs
preciso previamente proporcionar los conceptos bdsicos, las notacioncs y la
nomenclatura relacionados con el disciio y funcionamicnto de las memorias
asociativas.

Los conceptos bdsicos son conocidos tres décadas ha, y sc presentan
como originahnente fucron establecidos cn las referencias (Kohonen, 1972,
1977, 1987. 1989; Anderson, 1972: Anderson & Bower, 1977: Anderson &
Rosenfeld, 1990; Hassoun, 1993, 1995, 1997).

Respecto de las notaciones y nomenclatura que se utiliza cn csta obra,
cn algunos casos sc han realizado adaptacionces de la literatura incluida en la
bibliograffa. y en otros, para cfectos de sencillez y facilidad de manipulacién,
sc establecen arbitrariamente, en la intcligencia de que invariablemente se
opta por aquellas notaciones que mejor reflejan, a juicio de los autores.
los conceptos alf representados. La notacion y nomenclatura que aquf sc
presenta es consistente a lo largo de todo el libro.

Como s¢ mencioné arriba. ¢l propésito fundamental de una memoria
asociativa cs rccupcerar patroncs completos a partir de patrones dc entrada
que pueden estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado. De
acucrdo con csta afirmacién, una memoria asociativa M pucde formularse
como un sistema de entrada y salida, idca que sc esquematiza a continuacién:

x—[M]—y

El patrén de entrada cstd representado por un vector columna denotado
por x y cl patrén de salida. por el vector coluna denotado por y.

Cada uno de los patrones de entrada forma una asociacion con cl co-
rrespondicnte patrén de salida. La notacién para una asociacion cs similar
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a la dc una parcja ordenada: por cjemplo, los patrones x y y del esquema
forman la asociacién (x.y). ‘

Para facilitar la manipulacién algebraica de los patronces de entrada y de
salida, los denotarcimos con las mismas letras negrillas. x v y. agregandoles
mimeros naturales como supcrindices para cfectos de discriminacién simbeli-
ca. Por cjemplo, a un patrén dc cntrada x! le correspondera un patrén de
salida y!, y ambos formardn la asociacién (x!,y'): del mismo modo, para
un mimero cntero positivo k cspecifico, la asociacion corrcspondicnt;: scra

(x*.y*).

La mecmoria asociativa M sc representa mediante una matriz cuyva com-
ponente ij-¢ésima cs m;; (Palm, Schwenker, Sommer & Strey. 1997); la ma-
triz M sc genera a partir de un conjunto finito de asociaciones conocidas
de antemano: éste es el conjunto fundamental de asociaciones. o simple-
mente conjunto fundamental. Sc denota por p la cardinalidad del conjunto
fundamental (p cs un niimero entero positivo).

Si u cs un indice, ¢l conjunto fundamental sc representa de la siguiente
mancra:

{(x*,y") | p=1.2,....p}

A los patrones que conforman las asociaciones dcl conjunto fundamental,
sc les llamna patrones fundamentales.

La naturalcza del conjunto fundamental proporciona un importante cri-
terio para clasificar las memorias asociativas. Si se cumple que x/ = y"
Yu € {1,2,...,p}, se dice que la memoria cs autoasociativa; dc otro mo-
do, la memoria es heteroasociativa (Kohonen.1972). Para una memoria he-
teroasociativa se puede afirmar lo siguiente: 3u € {1,2,.... p} para cl que se
cumple que x' # y*.

Es posible que los patrones fundamentales scan alterados con diferentes
tipos de ruido. Para diferenciar un patroén altcerado del correspondicnte pa-
trén fundamental, usarcmos la tilde cn la parte superior: asf, cl patron x*
s una versién alterada del patrén fundamental x*. v cl tipo de alteracién
quc represcenta %* se evidenciara cn cl contexto cspecifico donde sc use.



(4]

Si al presentarle a la memoria M un patrén alterado x* como cntrada
(w € {1.2.....p}). M responde con ¢l correspondicnte patrén fundamental de
salida y*“, se dice que la recuperacién cs per fecta. Una memoria per fecta

s aquella que realiza recupcraciones perfectas para todos los patrones fun-
damentales.

laturalmente, también los patrones de salida pueden ser alterados: por

cjemplo, si y® es un patrén fundamental, entonces ¥ representa una version
alterada de y?.

Abundecmos en la caractcrizacion de los patrones de entrada, de salida y
de la matriz M.

Primcramente se requiere la especificacion de dos conjuntos a los, que
llamarcmos arbitrariamente A y B. La importancia dc cstos dos conjuntos
radica cn que las componcenctes de los vectores columna que representan a
los patrones, tanto de entrada como de salida, scrdan clementos del conjunto
A, v las cntradas de la matriz M scran clementos del conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la cleccion de estos
dos conjuntos, por lo que no necesariamente deben ser diferentes o poscer
caracteristicas especiales. Esto significa que el mimcro de posibilidades para
cscoger A y B cs infinito; a continuacién sc cjemplifican algunas de cllas:

e A= DB=R, donde R es el stmbolo que representa al conjunto de los
mimeros rcales.

e A=RyB={0,1}.

A=B={0.1}.

A=B={-1,1}.

A=RyB={-1,1}.

A=2Zy B={-1,1}. donde Z cs cl conjunto dec los mimeros cnteros.
ACZyBCZ

Cada uno dc los modclos de memorias asociativas que sc incluyen cn csta
colcceidn, posce sus propias cspecificaciones para los conjuntos Ay B, de
acucrdo con las nceesidades del crcador del modclo en cucstion.

Ya que se tienen especificados los conjuntos A v B, es necesario establecer
las dimensiones de los patrones. tanto de entrada como de salida.

Scan m.n mimeros enteros positivos. Sc denota por n la dimensién de
los patrones de entrada. y por m la dimensién de los patrones de salida:
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claramentc. nada impide que los valores de m y de 2 scan iguales. Avin miis
uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que ld
dimension de los patrones de entrada sca igual a la dimension de los patrones
de salida; por otro lado. si en una memoria sucede que m # n. ¢s cvidente
que la memoria debe ser heteroasociativa.

Cada vector columna que representa a un patrén de entrada tiene n
componentes cuyos valores pertenceen al conjunto A, y cada vector colunmina
quec representa a un patron dc salida posce m componcntes cuvos valores

pertenceen al conjunto A. Es decir:

x'e A"y y' e A" Vue {1.2....,p}

La j-ésima componente de un vector columna sc indica con la misma letra
del vector, pero sin negrilla. colocando a j como subindice (j € {1,2,....n}
0j € {1.2....,m} scgin corresponda). La j-ésima componente de un vector

columna x* sc representa por

Ejemplos:

La i-ésima componente del vector columna x* sc representa por 2t

La tercera componente del vector columna x® se representa por x3

a 4 0 1
La j-ésima componcente del vector columna y* sc rcprescnta por yj
La l-ésima componente del vector columna y“ se representa por g

sc ob-
cntan

Al usar cl superindice ¢ para indicar cl transpucsto de un vector.
ticnen las siguicntes expresioncs para los vectores columna quc repres
a los patroncs fundamentales de entrada y de salida, respectivamentc:

e
']
I oo ml '1:!3 n

s = (Eh s 2h s ot} = €A

n .

1
Th



Y
yj!
yi= (gt =] 2 | eam

7
y:"n

Con lo antcrior. ¢s ya posible presentar el plantcamicnto del problema

general de las memorias asociativas:

o

Fase de aprendizaje. Encontrar los opcradores adecuados v una mancra
de generar una matriz M que alimacenc las p asociaciones dcl conjun-
to fundamental {(x!,y').(x%.y?),....(x".y?)}, donde x* € A" y
y' € A" Vu e {1.2,...p}. Si Fp € {1.2....,p} tal que x* # y”. la
menoria scrd heteroasociativa; sim=ny x* =y" Vu € {1.2....,p}.
la memoria serd autoasociativa.

Fase de recuperacién. Hallar los operadores adecuados y las condiciones
suficicntes para obtener el patrén fundamental de salida y*. cuando
sc opera la memoria M con cl patrén fundamental de entrada x#; lo
antcrior para todos los clementos del conjunto fundamental y para
ambos modos: autoasociativo v hcteroasociativo. Exhibir y caracteri-
zar. ademads, cl ruido que pucde soportar la memoria cn cl patrén de
cntrada X¥, para cntregar una salida perfecta y».
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Capitulo 2

Lernmatrix.

2.1. Contexto.

Un andlisis cuidadoso de la bibliografia que sc ha gencrado a través de
los aiios cn relacién con ¢l tema de las memorias asociativas, nos permite
percatarnos de que antes de la década de los setenta brill6 por su auscncia
la produccién de trabajos en cl drca. Notables excepciones fucron la Lern-
matrix, surgida cn los albores de la década de los scsenta (Steinbuch. 1961;
Steinbuch & Frank, 1961) y que constituye el tema central de este capitulo.
y ¢l correlograph (capitulo 2), cuyo advenimicnto acacci6 cn las postrimerfas
dc csa misma década (Willshaw. Buncman & Longuct-Higgins, 1969).

En los inicios dc la signicnte década llegaria la generacion 1972 de cientifi-
cos que produjeron trabajos claves cn el devenir de las memorias asociativas:
Anderson, Kohonen. Amari y Nakano.

2.2. El trabajo de Steinbuch.

Karl Stcinbuch fuc uno de los primeros investigadores en desarrollar un
método para codificar informacién cn arrcglos cuadriculados conocidos co-
mo crossbar (Simpson. 1990). La importancia de la Lernmatrix (Steinbuch,
1961; Stecinbuch & Frank, 1961) sc evidencia en una afirmacién que hace
Kohonen en su articulo de 1972, donde apunta que las matrices de cor-
relacion. base fundamental de su innovador trabajo, vinicron a sustituir a la
Lernmatrix de Steinbuch.

9
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La Lernmatrix ¢s una memoria heteroasociativa que pucde funcionar
como un clasificador de patroncs binarios si s¢ cscogen adecuadamente los
patrones de salida: cs un sistcma dc cntrada y salida que al operar acepta
como cntrada un patrén binario x* € A", 4 = {0.1} y producc como salida
la clasc y* € AP que le corresponde (dc entre p clases diferentes). codificada
&sta con un método simple, a saber: para representar la clase ke {l,2,..,p}.
sc asignan a las componentes del vector de salida y* los siguicntes valores:
yi' — 1’ Yy yf: = 0 para j = 1,2.... k — l.k + 1. ..

En la signicnte figura sc csquematiza la fase de aprendizaje para la Lern-
matrix de Steinbuch, al incorporar la parcja dc patroncs dc cntrenamiento
(x!'.y") € A" x AP.

i [ 1
o |5 oo | 2t wurte || 053
Y |mun |mug |- [y | - | Dug
) | may | mog | --- | migj | - | man
: : : : (2.1)
y' | ma [ mug | oo- i | e | Tin
3
vh | mp |y | o i | o0 | ™

Cada uno dc los componentes 7n;; de M. la Lernmatrix de Steinbuch,
ticne valor cero al inicio, y se actualiza dc acuerdo con la regla m;; + Am;;.
dondec: ~

+esial =1=yf
Am;_,- = —€ si .'l’f =0y yf; =1 (2'2)
0 cn otro caso

sicndo € una constante positiva escogida previamente.

La fase de recuperacién consiste en cncontrar la clase a la que pertencce
un vector de entrada x* € A" dado. Encontrar la clase significa obtener las
coordenadas del vector y* € AP que le corresponde al patrén x<: en virtud
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del método de construccion de los vectores y* la clase deberia obtencrse sin
ambigiicdad.

La i-¢sima coordenada ¥ del vector de clase y# € /1P sc obticne como
lo indica la siguicnte expresién, donde \/ cs ¢l operador mdaimo:

Yy = { Lst 3 jmimijaf = Vi, [Z?ﬂ"“*i“?" ] (2.3)

0 cn otro caso

Ejemplo 1.-

Scan p =3, n =5y € > 0. Es dccir. sc ticnen 3 clases de patronces de
dimensidn 5; las primeras tres asociaciones sc presentan a continuacion:

1 1
0 1 1 0
x!=11]y'=]l0 |;x®*=| 0 |y*=1]1
0 0 0 0
1 1
1
0 0
xX3=111]y*=1] 0
1 1
0

Para iniciar la crcacion (fase de aprendizaje) dc la Lernmatric, se asigna
¢l valor cero a todos los clementos m;; y se rcalizan las operaciones de la
crosshar 2.1 y la expresion 2.2 con la primera parcja de asociaciones:

p=1|ai=0|z3=1]x,=0 Ty =
gy =1 £ —€ € - £
Yy = 0 0 0 0 0
yi =0 0 0 0 0 0

La scgunda parcja de asociaciones provoca los siguientes cambios cn la
matriz:
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.L"‘]!:l _l;%: .l'%=0 J]Z-_-O .L'%zl
yiz e 0 £ —£ '3 —iE (0
y‘_g e 1 € I =£ =g &
,Tl_:f 0 0 0 0 0 0

Y finalmentc con la tercera parcja la matriz toma cl siguicnte aspecto:

; T _ T _ - - 3 _

1.{_..__.1 32_0 :L‘—-l .Ll-—l J.‘r,—U
3 = —c
y; =0 £ 2 € 3 54
! - )
‘)5530 £ € —£ —& &
yi =1 g —g 3 € —E

Es decir,
E —&¢ £ —€
M=|¢e¢ & —-€ —-€ ¢ (2.5)

La fase de recuperacién consistc cn presentarle a la matriz M uno dc los
patrones dc cntrada y realizar las operaciones indicadas cn la expresion 2.3:

a la salida sc espera obtener la clasc a la que pertencce cl vector de cntrada.

Iniciemos con cl patrén x!.

1
E —€ € —t € 0 3e
M-x!l=le € - - €}-|]1]= €
E —€ € £ =—¢€ 0 €

1

y)
e S W\ P 5 -
Por cllo. }° =11 = Vo, [Zj=l my, _,-:r;] y de acuerdo con la expresion
9 A 1 1
2.3.sc tieneque y; =1 v y3 = 0 = yl. Por lo tanto. el vector que representa
a la clase cs:

Sc obscrva que: 370 al =3 ¥° B ; 3jT) =
que: YO0y = 3e; Yo maiT; = €Y Yoo MaT; = &
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!<—
Il
(=)

Recuperemos la clase a la que pertencee ol patron de entrada x2.

1
E —€ € —€ € 1 E
M-x*=| € € — —-¢ ¢ 0|= 3e
E —€ € € —€ 0 -€
1
ey e O o A et 22 — g §B 22— 2 n
En ecste caso sc observa que: ijl myjat = g ZFI mojr; = 3¢y
5 ot s 5 a2\ P 5 .2 )
> j=1majzj = —&. Porello, 370, majas = Vi, [ =1 mhj:z:J] v dc acucer-

do con la expresion 2.3, se ticne que y% =1ly y;" == y% Por lo tanto. cl
vector que representa a la clase cs:

finalmente recuperemos la clase a la que pertencce el patron de entrada

x3.

1
E =& E —& & 0 €
M-x*=|¢ € - —¢ ¢ 1 | =] -
E —€ € €& -—¢ 1 3e
0
: . . - A P R ) .
En cste caso sc observa que: ijlm“:cj = 8 Ej:] MoTj = —€y
5 J: S o 5 o3\ P 5 3] v e ae
ZFI mg;x; = 3e. Por cllo. ZFI mg;xy = \f)_, [ijl mp;x;| y de acucrdo

con la expresién 2.3, se ticne que yg =1y y:l’ =0 = yg. Por lo tanto, cl
vector que representa a la clasc cs:
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Ejemplo 2.-

Surge una cuestioén interesante: (qué pasa si hav mads vectores de entrada
quc clascs?.
Dado que solo existen tres clases diferentes, un cuarto patrén debe perte-

necer necesariamente a una de csas tres clascs.
Asignemos la clase y! al vector de entrada x! dado por:

»
I
= =)

Eso significa que debemos modificar la matriz 2.5 llevando a cabo las
opcraciones de la expresion 2.2 cn la crossbar 2.4:

my =0 | = .1:5!:0 gj=1]ag=1
=1 0 0 0 0 2
Y = £ € - — €
y;l =0 £ =E € g =€

Ahora la nueva Lernmatrix, que se representard con cl simbolo Mypatrones;
cs:

0 0 0 2
g =& —E B

€ —¢ 2

MmO

Mlpa!.rtmcs =

m
|
M
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Recupercmos la clasc para cada uno de los 4 vectores de entrada, de
acucrdo con la expresion 2.3:

1
M4plltﬂlli es’ X =

P
m M O
|
m MmO

|
m MmO
|
m mn O
| o
M Mm
\-—/
-0 O

1

0O 0 0 0 2 1

Mupatrones X~ = ( E € —t —€ € ) 10
E —€ € E -—¢€ 0

1

1

0 0 0 0 2 0

M-IPﬂl.mnes'xs = [ E —€& —¢€ € * i
0

I
Y
B b o
~—

!
Y
-0 O
~—

!

S,

%

e

<

(4]
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0
0o 0 0 0 2 1
Mypatrones X’ = E € — —€ € 0
E -—¢ £ E -t 1
1
2e 1
= e |- 0 | =clascy!
—& 0

Sc observa que la recuperacién sc rcalizé de mancra cxacta para los
cuatro patroncs, a pesar de que hay mads patrones que clases. Hasta aqui la
Lernmatrix luce como un clasificador preciso. Cuando sec aumenta ¢l mimero
de patrones, ocurre cl fenémeno llamado saturacion.

Ejemplo 3.-

Ejemplifiquemos el fenémeno de saturacion en la Lernmatrix de Stein-
buch, y para cllo modifiquemos la matriz M. jparrones COD la parcja:

»

4]

I
- C -0 O

<

w

Il
-0 o

A partir dc la matriz:

Mlmlro:navz £ € —€&€ -—

y de la parcja (x°,y?) obtencmos:
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.1:';’=U :l:i3=0 .1,3=1 :1"2:0 7§,=1
y; =0 0 0 0 0 2%
.7/;_‘;_0 € € —£ —c c
yi=1 0 —2¢ 2 0 0

La nucva Lernmatrix, que sc representard con Msparrones €S:

0 0 0 0 2
M-’ipatrones = € E —€E —E €

0 -2 22 0 0

Al intentar recuperar la clase para cada uno de los cinco patrones de
cntrada, sc obticne:

1
0 0 0 0 2 0
MSpatroncs'xl = € E —€ —¢& €& . 1
0 -2 2¢ 0 O 0
1
2e 1
= e | = | 0 ] iclasey' oy®?
2¢ 1
1
0 0 0 0 2 1
MspatronesX> = E € —€ —€£ € 0
0 -2¢ 2 0 O 0
1



3
MSpnzrancs X

4
MSpalron es'X

5
M.")palroncs X

CAPITULO 2. LERNAIATRIX

1
0 0 0 0 2 0
= € g —€ - € 1
0 -2 2« 0 0 1
0
0 0
= — | = 0 | =clasc y®
2z 1
0
0 0 0 0 2 1
= € E —€ —€ ¢ 0
0 -2« 2 0 O 1
1
2e 1
= e | =1 0 | —clasc y!
-2 0
0
0 0 0 0 2 0
= £ E —€ —E£ & 1
0 -2 2 0 0 0
1
2¢e 1
= 0 | = 0 | — iclasc y' o y®?
2e 1

El fenéineno de saturacién en todo su esplendor.

2.3.

Consideraciones finales del capitulo.

Steinbuch ¢s un bucn cjemplo de la manera en que los trabajos pioncros
cn un campo especifico del quehacer humano tienen trascendencia con el paso
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de los anos... y dc los siglos. Las recientes declaraciones de Robert Hecht-
Niclsen, ¢l notable cientifico creador de las redes ncuronales conocidas como
counterpropagation, lo constatan: Hecht-Niclsen cs ¢l director cientifico de
un millonario provecto de la DARPA (Defense Advanced Rescarch Projects
Agency) de los Estados Unidos. cuyo objetivo es el disefio v construccién
dc un novedoso tipo de redes neuronales conocidas como redes cortrénicas;
estas redes, segiin pregona cl mencionado investigador, ticnen como base la
Lernmatrix del alemdn Steinbuch (www.gen.com).
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Capitulo 3

Correlograph.

3.1. Contexto.

Como sc mencionaba al inicio del capitulo anterior, uno de los traba-
jos pioncros cn memorias asociativas surgidos cn la década de los sesenta,
ademds de la Lernmatrix (Steinbuch, 1961; Steinbuch & Frank, 1961), cs el
Corrclograph, cuyo advenimicnto acaccié cn las postrimerfas de ecsa década
(Willshaw, Buncman & Longuct-Higgins, 1969).

3.2. El trabajo de Willshaw, Buneman & Longuet-
Higgins.

El corrclograph cs un dispositivo dptico clemental capaz de funcionar co-
mo una memoria asociativa (Willshaw. Buncman & Longuct-Higgins. 1969).
En palabras dc los autores “el sistema cs tan simple, que podria ser constru-
ido en cualquicr laboratorio cscolar de fisica clemental”.

El corrclograph consta dc tres pantallas opacas y una fuente de luz; el
aparato gencra corrclogramas de puntos luminosos en una de las pantallas
(la cual se perfora precisamente cn csos puntos), a partir dc parcs de patronces
de huccos realizados cn las otras dos pantallas (fasc dc aprendizaje). Cada
corrclograma asf gencrado sc usa cntonces para obtener cada uno de los
patrones de entrada partiendo de su patrén asociado (fasc de recuperacion).

Con cl fin de ilustrar la fasc de aprendizaje del corrclograph, considere-
mos la parcja de patrones de huccos fromados cn las pantallas A y B de la
figura 1 (por simplicidad los llamarcmos patrén A y patrén B).

2]
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[
b

La fase de aprendizaje consta dc dos pasos:

1. Sc usa la fuente de luz FL para iluminar desde atrds la pantalla A,
Los rayos de luz que pasan por los huecos del patrén A, contimianp
su traycctoria rectilinca a través de los huccos del patréon B. hasta
chocar con la pantalla C, para formar un corrclograma de mn puntos,
considerando que ¢l mimero de huccos de los patrones A ¥ B son m y
n. respectivamente. Para cl caso de la figura 05.1. m =2y n=3, po‘r
lo quc ¢l coirclograma consta de 6 puntos.

2. Sc realizan las mn perforaciones en la pantalla C que corresponden a
los puntos dcl corrclograma.

FL

IFigura 1
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A !

AN

N

S N

FL
Figura 2

La fase de recuperacidn, ilustrada en la figura 2, consiste en presentarle
al correlograma el patrén B, para obtener el patrén asociado A.

Esta fase también consta de dos pasos:

1. Se coloca una pantalla opaca, sin huecos, en la posicién de A, y la
fuente de luz FL se ubica delante de la pantalla C, que contiene el
correlograma. Los rayos de luz pasan por los huecos del corrclograma,
continian su trayectoria rectilinea a través de los huecos del patrén
B, y finalmente inciden en la pantalla opaca A. El mimero de puntos
de luz que inciden en la pantalla A es mn?, que es el producto de mn
y n, nimeros de puntos del correlograma C y del patrén B, respec-
tivamente. Para el caso del ejemplo de la figura 2, son 18 puntos los
que aparecen en la pantalla A. Es necesario realizar alguna operacién
que elimine los mn? — m puntos espuireos (16 en el cjemplo) para que
queden tinicamente los m puntos (2 para el ejemplo) que pertenecen
al patrén A original de la figura 1.

2. Se realiza una operacién de umbralizado para eliminar los mn2 —m
~ puntos con menor luminancia y dejar los m puntos més brillantes:
éstos son los puntos que eran huecos en el patrén original A.
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Es posible almacenar varios conjuntos de patrones y reconstruirlos exi-
tosamente usando el mismo correlograph. Si se almacenan demasiadas aso-
ciaciones, habrd demasiados puntos espiireos, y aparecerdn errores; esto es,
la reconstruccién de A serd ruidosa.

A pesar de las evidentes diferencias entre el correlograph y la Lern-
matrix, los autores Willshaw, Buneman & Longuet-Higgins tomaron como
punto de partida este dispositivo éptico para crear un ente al que llamaron
red asociativa, la cual no es otra cosa que un modelo de memoria asociativa
tipo crossbar parecida a la Lernmatrix, pero con una regla de aprendizaje
diferente a la regla de Steinbuch 2.2 (ver capitulo 2) y con una caracterfs-
tica adicional: esta memoria no se comporta sélo como un clasificador, sino
como una memoria que asocia patrones de entrada con patrones de salida
(Willshaw, Buneman & Longuet-Higgins, 1969; Kohonen, 1989).

En la red asociativa los puntos de la pantalla B se convierten en n lineas
paralelas verticales (componentes :r;') y los puntos de la pantalla A se trans-
forman en m lincas paralelas horizontales (componentes y}'); los puntos de
C corresponden ahora a las mn intersecciones entre las lineas =% y yf'. Lo
anterior significa que la red asociativa es un sistema de entrada y salida que
al operar acepta como entrada un patrén binario x* € A", A = {0,1} ¥y
produce como salida un patrén y* € A™.

En la siguiente figura se esquematiza la fase de aprendizaje para la red
asociativa, al incorporar la pareja de patrones de entrenamiento (x*,y*) €
A" x A™.

3 xh LRz > “en i
L & an
L
p ™ [maa |- JTay | -t | TRIn
y‘; Mpy |Mep |- | M2 | -~ | M2n
8 )¢ - : : (3.1)
7 N T I
n
Yn | Mm1 | Myp2 | = | Mymj | -2 | M

Cada uno de los componentes m;; de la red asociativa M tiene valor cero
al inicio, y sc actualiza de acuerdo con la regla:
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‘m-ij={ ! Siﬁ:l:l-; (3.2)

valor anterior en otro caso

En la fase de recuperacién se le presenta a la red asociativa M un vector
de entrada x*¥ € A" Se realiza el producto de la matriz M por el vector
x¥ y se ejecuta una operacién de umbralizado, de acuerdo con la siguiente
expresion:

1si 30, mijz¥ >u
= =1 17y =
% { 0 en otro caso (33)

donde u es el valor de umbral. Una estimacién aproximada del valor de
umbral u se puede lograr con la ayuda de un mimero indicador mencionado
en el articulo de Willshaw et al. de 1969: logan. :

Ejemplo.

Vale la pena presentar el mismo ejemplo que aparece en (Willshaw, Bune-
man & Longuet-Higgins, 1969). Son 4 parejas de patrones de dimensién 8;
es decir, p = 4 y m =n = 8 de acuerdo con la seccién 2.

1 0 0 1
(i) [d) HENE
1 0 0 0
x]= g y1= (]j x2 = (1] y2= (:
0 1 0 0
0 1 0 1
0 \ 0/ \ 1 \ 0/

oy

—
"

(1 (0

"
(X
I
OO =0 QOO
il
CO - OO MO
"
F-9
I
O = OO0 O -
e
|

k.
~

Cill
N
—
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Para iniciar la fase de aprendizaje, es decir, la creacién de la red aso-
ciativa, se asigna el valor cero a todos los elementos m;; del arreglo 3.1
y se realizan las operaciones de la expresién 3.2 con la primera pareja de

asociaciones (x!,y').

Obsérvese que los cambios provocados en la red asociativa inicial se deben
a las componentes 4, 6 y 7 del vector de salida y!, y a las componentes 1, 2
y 3 del vector de entrada x!, por lo que los elementos de la red asociativa
que toman el valor 1 son: myqi, M2, M43, M1, Me2, M3, M71, 72 Y M73:

IR EIEAEIEIED

1[1]1[o]Jofo]oOofoO
yi=0[0of[o0o]Jojo]o]oj]oOo]|oO
) = olo|]ojo|ofo]loO]O
p=0]/o0o][o[o]o]o[o]O]oO
y=1]1]1[1]0j0f[0]0]0O
v=0]/o0o]Jojof[o[ofoOo[O]O
yi=1]1[1[1]ofo]Jofo0]oO
yi=1]1]1|[1]0ofO0j0fO][0O
yi=0[{0Jo]O0]Jojo[O0jO]oO

Al observar la segunda pareja de asociaciones (x?,y?), podemos per-
catarnos de que el patrén de salida y? tiene valor 1 en las entradas 1, 5 y T
mientras que el patrén de entrada x2 los tiene en las componentes 2, 5 y 8.
Lo anterior significa que, de acuerdo con la expresién 3.2, los elementos de
la red asociativa que deben tomar el valor 1 son: mj2, mis, M8, M52, M5,
msg. M2, M75 ¥ Myg; en todos los casos, el elemento m;; correspondiente
cambia su valor de cero a uno, excepto en mzz que ya tenia valor 1, por lo
que se queda con su valor anterior, de acuerdo con la regla de aprendizaje
de Willshaw, Buneman & Longuet-Higgins:
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b lafjaglad |2 |22 3

0jJ1]lojJoji1]ofo]1
yi=1lof[1Jofol1]ofo[1
vi=0lofoloJoJo]lo]o]o
vi=0lo{oJoflo[olololo
yi=0] 1 1]1lofo]loflo]o
w=1{0[1]olo[1]ofo[1
e = 1{1l1]ojoflolo]oO
v=1{1[1[1}lo]l1]o]o0]1
y=0]l0]o]lo]JoJojol]ojo

Continucmos razonando de mancra similar. para afirmar que, de acucrdo
con los valores de las componentes de los vectores que forman la tercera
asociaciéon (x:’.ys). los clementos de la red asociativa que deben tomar cl
valor 1 son: maa. Mag. Mog. My, Maq. Mye. Mg2. Mgy Y NMigs; cn todos los
casos. ¢l clemento m;j cambia su valor de cero a uno. excepto en mgy que
va tenfa valor 1, por lo que se queda con su valor anterior, de acuerdo con
la regla 3.2:

A IEGIEIESEIELIE

ojt1|]o]J1]o]1]O]O
yy=0{0]1{0oflojJ1]l0o]O]1
y=1{0|1]0f1]0]1[0}0O
w3 =1/0]1[0]1[0]1]01{0
yi=0]1]1]|1]0{0]0[O0]O
w=0{0]1{0[0]1]0]0]1
w=11[1]1{1]0]1]0]0
pw=0]1[1]1]0o]J1]0]0]1
y=0{0]/0]0[0]0OjO[O]O

Por cfectos de operar con la ltima parcja de patroncs, la asociacién
(x1,y1), los clementos dc la red asociativa que deben tomar cl valor 1 son:
M3y, M33. M37. M1, Mag. Ty7, MEL, M3 Y 87, de los cualces dos sc quedan
con su valor antcrior (my) v my3):
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x| ad | ad ol ad |l ] ad ] g

1101110010110
yi=0lof1joJo]1]ofo]1
ywi=o0lo[1]loJ1]o]1]o0]0O
p=1]1]1[{1[1[{0o]1[1]0
yi=1]1]1]1]0]0]0]1]0
w=o0lo|1]ofo]1]o0ojo0]1
=01 ]1l1]J1]o]J1]o]oO
y;} =011 1 1 0 1 010 1
w=1|1]oJ1[ofofof1]0

Dc mancra que la red asociativa finalmente qucda asf:

/0100100 1Y\
01010100
11110110
11100010
M=l69g1001001
11110100
11101001
\10100010)

Analicemos ahora la fase de recuperacion. Para cllo. primeramente re-
aliccmos ¢l producto matricial entre M y x!, de acucrdo con la expresion

3.3:

01001001 1 1
(01010100 (1\ (1\
11110110 1 3
11100010 o| |3
M-x=1491001001 o |7 |1
11110100 0 3
11101001 0 3

\1 0100010/ \ 0/ K2/

Al tomar cn cucnta la sugerencia de Willshaw cf al. para calcular
indicador que permite obtener cl umbral, el valor de u se puede aproxuar

por log.8 = 3.
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Al aplicar la umbralizacion de la expresién 3.3 al vector antcrior con
u = 3. resulta que las componentes 1, 2. 5 y 8 son menores que ¢l umbral,
por lo que sc quedan con cl valor ccro; por otro lado, las componentes 3, 4.6

y 7 poscen un valor mayor o igual que cl umbral, por lo que toman cl valor
uno:

[1

———
—

#y'

O =0 - m=COo

N W = O

" il
S—

Veamos qué sucede al aplicar la umbralizacién con u = 3 después de
operar la red asociativa M con cada uno de los patrones x2, x3.y x1.

/01001001Y (0 3 1
01010100\ 1\ (1\ (0\
11110110 0 1 0

, 11100010 o| |1 ol

M:x=1 31001001 1 =1s 1”117
11110100 0 1 0
11101001 0 3 1
\10100010) \1/ \o/ \oJ
01001001 0 1 /0
(01010100\ (1\ (3\ 1\
11110110 0 3 1

. |11100010 1] |1 0| _.s

M-x=135 1001001 ol=11 17 o y
11110100 1 3 1
11101001 0 1 ko
\10100010) \0) \ 0/ 0/
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01001001 1 0 0\
010101 oo\ (U\ (0\ (0
11110110 1 3 1
11100010 of| |3 1]

M-x'=f g 1001001 o|=lo ] o |=Y
11110100 0 2 0
11101001 1 2 0

\1 010001 0)/ \o/ \3/ \1)

Se observa que, aunque la recuperacion no cs perfecta. al mcnos la may-
oria de los vectores fucron recupcrados de mancra perfecta.

3.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cstc capitulo hemos presentado ¢l corrclograph, un dispositivo 6p-
tico clemental capaz de asociar patronces, que fue disenado, desarrollado y
aplicado por una terna de preclaros cientificos ingleses en 1969: Willshaw
Buncinan & Longuct-Higgins; ademds, hemos presentado y cjemplificado la
red asociativa, una memoria asociativa que sc derivé del corrclograph y que.
junto con la Lermatrix de Stcinbuch, constituyen los cntes mas longevos
con que s¢ cucnta cntre los trabajos pioncros cn cl tema de las memorias

asociativas.

Andcrson y Rosenfeld, los editores del compendio Neurocomputing: Foun-
dations of Rescarch (Anderson & Rosenfeld (Eds.), 1990), afirman que “El
corrclograph es un dispositivo que asocia patrones, y no es un clasificador
como cl perceptrén; este es un punto muy importante.” (El perceptron cs
un clasificador dc patrones 6pticos. inventado y desarrollado cn 1958 por cl
sic6logo F. Rosenblatt cn ¢l Corncll Acronautical Laboratory, en un intento
por entender la memoria humana y los procesos cognitivos y de aprendizaje).

Respecto de la red asociativa. los mismos cditores Anderson y Roscn-
feld. afirman que “es excepeionalmente facil implementar este modclo con
circuitos integrados” debido a que “la red asociativa s muy parccida a un
dispositivo puramente digital” y su cstructura permite que "¢l uso de técni-
cas VLSI para realizar la implcementacion sca potencialmente muy alto™.



Capitulo 4

Linear Associator.

4.1. Contexto.

El siguicente acontecimiento trascendente después de los trabajos pioncros
dec la década de los sesenta, la Lernmatrix (Steinbuch, 1961: Steinbuch &
Frank. 1961) y cl Corrclograph (Willshaw. Buncman & Longuct-Higgins.
1969). succdid a principios dc la década de los sctenta. en 1972.

El afio dc 1972 fuc testigo de una febril actividad de los investigadores
pioncros en memorias asociativas. Para corroborar csta ascrcién, baste dar
una vistazo a los itcims bibliograficos enlistados en la Introduccion, donde se
pucde observar que cuatro de los primeros trabajos sobre modclos matemati-
cos para mcmorias asociativas sc publicaron cn revistas internacionales pre-
cisamente cn las cdicionces de csc ano.

Apoyado por la UCLA. James A. Anderson prendié la mecha con su
Interactive Mcmory (Anderson. 1972); cn abril, Tecuvo Kohonen, a la sazén
profesor de la Helsinki University of Technology. presenté ante ¢l mundo sus
Corrclation Matrix Memories (Kohonen. 1972): tres meses después, Kaoru
Nakano de la University of Tokvo. dio a conocer su Associatron (Nakano.
1972); y cn cl ocaso dcl aino, Shun-Ichi Amari. profesor de la University of
Tokvo y uno dc los mds prolificos escritores de articulos cientificos hasta
nucstros dias. publicé un trabajo tcérico donde continuaba con sus inves-
tigacioncs sobre las Sclf-Organizing Nets of Threshold Elements (Amari.
1972), tépico cuyo estudio habia iniciado un par de anos atrds. Este trabajo
de Amari constituyc una valiosa mucstra del cstilo teorico caracteristico de
este personaje y representa, histéricamnente. un importantc antccedente para

31



32 CAPITULO 4. LINEAR ASSOC TATOpR

la creacién de lo que una década mas tarde sc convertirfa en el modelg do
memoria asociativa por antonomasia: la memoria Hopficld. |

Los trabajos dc Anderson v Kohonen. v en cierta medida cl de Nakayg
dicron lugar al modclo que actualmente sc conoce con ¢l nombre gcnéric(;
de Lincar Associator, descrito precisanmente en este capitulo.

4.2. El trabajo de Anderson y Kohonen.

Después de la incursion cn los terrenos de Steinbuch y Willshaw, Bune.
man & Longuct-Higgins (ver contcnidos de los capitulos 2 y 3), en cste
capitulo presentaremos los fundamentos del modclo que dio lugar al Lincar
Associator, ¢l cual. como se habia mencionado antes, ticne su origen cn los
trabajos pioncros de Anderson. Kohonen y Nakano publicados durante
ano 1972. '

Es pertinente mencionar un hecho curioso. que sc ha presentado cn per-
sonajes dedicados a otras ramas de la ciencia: James A. Anderson y Teuvo
Kohonen obtuvicron resultados asombrosamente similares a pesar de que
trabajaron independicntemente, alcjados. y sin tencer noticia uno del otro,
hasta ticmpo después de que aparccicron los articulos; ademds. cstos au-
tores ticnen formaciones profesionales totalmente diferentes: Anderson es
neurofisiclogo (cstadunidense) y Kohonen cs fisico ¢ ingenicro cléctrico (fin-
landés) (Anderson & Rosenfeld, 1990: Kohonen. 1989).

Penctremos cn los recovecos del Linecar Associator, y para cllo consider-
cinos ¢l conjunto fundamental {(x¥.y”} | =1.2,...,p} con

I
il 1 1t .’L'f_;
xhz(g;ll’ 2_,,_’;1;’") = ; € A" y
zh
/3
1
Yy
t s
yp — (y’l‘,!jg,---':”:') — . € j_l""

Yin
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La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:

1.- P:tn-a cada una dc las p asociaciones (x*,y") sc cncucntra la matriz
y!* - (x")" de dimensiones m x n

yh ; (xu)t s . (-1:'1'-.-112‘~ ...,.‘L‘ﬁ)

(Vw0 3 e i e g

vl b o b e ypoh
v = B - » 4.1

el eh oo ya o gk | O

\ et it . hak .. yfaalt )

2.- Sc suman la p matrices para obtener la memoria

4
M=) y* (x") = [mij},nun (4.2)
=1

dc mancra que la 7j-ésima componente dec la memoria M sc expresa asf:

P
miy =Y o' (43)
p=1

La fase de recuperacion consiste cn presentarle a la mmemoria un patrén
de entrada x*. donde w € {1,2,...,p} y realizar la operacién

p
M-x¥= Zy“-(x")‘ X* (4.4)

=l
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Al desarrollar la sumatoria de la expresién 4.4. se tiene:

M - x¥

I
r
!<o-

) Y7 () oy () P ()] e
Moxt = [y‘ ‘)] x4 [y () o ) o
+ [y? - (x")] %
M.x* = yl. [(xl)l.x*-] +y?- [(x'z)‘ _xw] +o Y () x) +
yP - [y %]

Y csto ultimo sc puede cseribir de la siguiente mancra, usando de nuevo
la notacién sumatoria:

M- x* = yw . [(xw)l -X""] + Z yn ) [(xu)l .xw] (4.5)

HFW

La forma dc la expresién 4.5 nos permite investigar las condiciones que
deben cumplir para que el método de recuperacién propuesto d¢ como resul-
tado salidas perfectas. Para que la expresion anterior arroje como resultado
al patron y“. es preciso que se cumplan dos igualdades:

a) [(x) x¥] =1
b) [(x")" -x“'] = 0 sicmpre que p # w

Dado que w sc cscogié arbitrariamente, las dos igualdades sc dcben
cumplir Vw € {1,2,...,,p}. lo cual indica que los vectores dc cntrada
deben ser ortonor malcs Esta condicién de ortonormalidad sc pucde resumir
cn la siguicnte expresion:

lsipg=w
(xh)f. xY = 6,",, s (4())
Osip#w

donde §,,.. ¢s la conocida dclta de Kronecker (Moore, 1968).
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Si sc cumple la condicidn que s manifiesta cn la expresion 4.6. entonces
la recupcracion cs perfecta: es decir, la expresion 4.5 toma la forma M - x* =
yu.,'

Sin cmbargo, si los vectores de entrada no son ortonormalces, suceden dos
cosas: :

- ¢l factor [(x“')‘ -x“’] nocs 1
- cl término 3y - [(x")‘ x“] noes 0

Este ultimo término, llamado cross-talk, representa el ruido producido
por la interaccién entre los patrones de entrada, y ticne como consccuencia
inmediata que la recuperacién no cs perfecta. excepto si ¢l miimero de pa-
troncs almacenados es pequeno comparado con la dimensién n de los vectores
de entrada. Algunos investigadores afirman que esec mimero pequeno de pa-
trones debe estar entre 0.1n y 0.2r (Anderson & Rosenfeld, 1990; Hassoun.
1995; Ritter, Sussner & Diaz-de-Leén. 1993).

Ejemplo.

Ejemplifiquemos el funcionamicnto del Lincar Associator con tres parcjas
de patrones (p = 3). Los patrones de entrada son de dimensién 3 v los de
salida, de dimensién 5, lo cual significa que n =3 y m = 9; ademas, los tres
vectores de entrada con la expresion 4.6, cs decir, son vectores ortonormales:

1 1
1 (0\ 0 1
xt=[ 0 ]|y'=|1|:ix®=[1]¥'=]|0
0 0 0 0
\ 1) 1
1
0 (0\
K= 0 |y}=1]1
1 1
Lo

: t - .
Calculemos los términos y* - (x"')* usando la expresién 4.1:

1 1 00
0 0 00
ylo()'=|1|-@o0=] 100
0 000
1 1 00
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1 010
1 010
y2-(x*)'=]0 |-(0.100=] 00 0
0 000
1 010

1
0 :
y3- (x”)‘ =1 }]-(0.0.1)=
1
0

o0 O 00
OO0 O O C
O = = O

Sc obtiene la memoria M a partir de las expresiones 4.2 y 4.3:

100 010 001
3 000 010 000
M=) y"-(x*))=1 100 |+|000|+[001
=1 000 000 00 1
100 010 000

3
M3y (e -

p=l

(4.7)

— ) = O =
== o
O = e O =

Sc usa la expresion 4.4 para rccuperar los patrones de salida. Obsérvesc
que las tres recuperaciones son perfectas. porque sc cumple la condicién dc
ortonormalidad cn los patroncs de entrada.

3
M.x! = Zyu . (x,u)t. x! =

=1

—_0 = O -
—_0 O
O == O =
o
I
—0 = O
Il
t<i-ll
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1 11 1
3 010 0 1

M-x2 = Zy:f () x=| 10 1 1 |=]0|=y
=1 0 01 0 0
110 1
111 1
3 010 0 0

M-x3= >y (x| =] 10 1 0 ]l=|1[|=y
n=1 0 01 1 1
110 0

A continuacién veremos los devastadores efectos que tiene. en la fase de
recuperacién, un término de cross-talk diferente de cero; para cllo, se anadiré
una nucva asociacién al conjunto fundamental. con la propicdad de que cl

patréon de cntrada de la nucva parcja no cs ortonormal a los tres patroncs
originalcs.

Ahora cl valor dc p sc incrementa a 4 con la parcja siguicnte:

0

1 1
xt=10 yi=10
i 1

1

-, s 1 o t ..
El término y? - (x')" resulta ser:

yte (x1) = (1,0.1) = (4.8)

—— O = O
— = O = O
oc o Cc o
—_——0 = O
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La nucva memoria. denotada por Myparejas ¢ calcula a partir de lag

expresiones 7?7 y 4.8:

l\lldpnrcjus = M+ y4 ’ (x‘l)t

111 0 00 111
010 1 01 111
= 101 }+]000]|=]101
001 1 01 1 0 2
110 1 01 211

Intentemos recuperar los cuatro patrones:

1 t 1
M-lpurejus'x = Zy" ) (xﬂ) ] X

(1 11 1
111 1 1
= 101 ]-{O0]=]|1]#y
SHEONE
\ 2 1 1 2
[ 4
M-lparcjus'x2 = Zy"-(x")t 'X2
n=1
(1 11 1
1 11 0 1
= 1 01 . ( 1 = 0 =y2
1 0 2 0 0
\ 211 1
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1
M.;,,m-e,-,,s-x3 = Zyl',(xh)l 'X3
[ 11=1
(1 11 1
11 1 0 1
= 1 01 0 =] 1 ?gyS
1 0 2 1 9
\2 11 1
[ 4
M-I)mrejns'x4 = Zy“-(x”)’ x1
n=1
[ 111 2
111 1 2
1 0 2 1 3
\2 11 3

Y asi sc termina cl encanto del Lincar Associator.

4.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cste capitulo hemos presentado el Linear Associator, un modclo pio-
ncro de memoria asociativa, producto del trabajo de dos grandes cientificos
cn cste campo: ¢l neurofisiélogo estadunidense James A. Anderson con su In-
teractive Memory (Anderson, 1972), y cl fisico ¢ ingenicro cléctrico finlandés
Teuvo Kohonen, con sus Corrclation Matrix Memorics (I{ohonen, 1972).

Anderson ha continuado activo, hasta la fecha, cn los campos dc las
memorias asociativas y de las redes ncuronales; él y Edward Rosenfeld se
dicron a la tarca de editar uno de los compendios de Neurocomputacion mas
importantcs de todos los tiempos: Neurocomputing: Foundations of Rescarch
(Anderson & Rosenfeld (Eds.). 1990). cuya segunda parte Neurocomputing:
Directions for Rescarch (en colaboracion con Andras Pellionisz) aparcci6 en
1993.
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Por su parte. Kohonen se¢ ha convertido cn un prolifico autor de articy.
los y libros rclacionados con la generacién constante dc nucvos conceptos ¢
inventos. de gran trascendencia cn los ambitos cicntifico, ingenicril ¢ indys.
trial (Kohonen, T., 1972; Kohonen, T., 1974; Kohonen, T., 1987; Kohonen,
T., 1989: Kohonen, T., 1997). Asf, cste ilustrce personajc ha dado a conocer
la DAM (distributed associative memory), los OAM (optimal associative
mappings). ¢l LSM (learning subspace method), los SOMs (sclf-organizing
fcaturc maps). la LVQ (lcarning vector quantization). cl RHA (redundant
hash addressing) v ¢l ASSOM (Adaptive-Subspace SOM).

Recientemente. KKohonen ha desarrollado una nucva arquitectura de SOM
para mincria de datos, ¢l WEBSOM, que permite organizar hasta sicte mil-
lones de documentos cn un millén de redes ncuronales

websom.hut. fi/websom /



Capitulo 5
Amari.

5.1. Contexto.

No cstd por demds cnfatizar cl papel clave que jugé cl ano de 1972 para cl
drca dec las memorias asociativas, pues como sc indicé en capitulos anteriores,

cste ano fue testigo de una febril actividad de los investigadores pioneros en
memorias asociativas.

Uno dc los cuatro grandes de la generacién 1972, ademds de James A.
Andcerson con su Interactive Mcmory (Anderson. 1972). Teuvo Kohonen
y sus Corrclation Matrix Acmorics (Kohonen, 1972) v Kaoru Nakano v su
Associatron (Nakano, 1972), ¢s, como ya sc menciond en ¢l capitulo 4. Shun-
ichi Amari, profesor de la University of Tokyo y uno de los mas prolificos
escritores de artfculos cientificos hasta miucstros dfas.

En 1972 Amari public6 un trabajo teérico donde continuaba con sus in-
vestigaciones sobre las Self-Organizing Nets of Threshold Elements (Amari.
1972), tépico cuyo estudio habia iniciado un par de anos atras. Este trabajo
dc Amari constituye una valiosa mucstra del cstilo tcérico caracteristico de
cste personaje y representa, histéricamente, un importante antccedente para
la creacién de lo que una década mds tarde sc convertiria en ¢l modclo de
incmoria asociativa por antonomasia: la memoria Hopficld.

Bosqucjos de algunas de las ideas que aparccen cn los trabajos de Amari
son cl tema central de este capitulo.

41



9 CAPITULO 5. AMAR]

5.2. El trabajo de Amari.

Mientras que el Lincar Associator resume la esencia de los trabajos pi-
oncros de Steinbuch. Anderson, Kohonen y Nakano (ver capitulos 1 a d),
cl trabajo de Amari apunta cn otra dircccion: propone métodos y enfoques
teéricos novedosos para algunos conceptos conocidos, y pretende establecer
nuevas teorias sobre cierto tipo de procesos. entre los que destaca ¢l tema de
nuestro interés, la existencia y funcionamiento de las memorias asociativas

de patroncs.

A diferencia de la Lernmatrix. del corrclograph y del Lincar Associa-
tor, cn tanto que modclos factibles de simularse o implementarse casi de
inmediato. las Sclf-Organizing Nets of Threshold Elements son cstudiadas
por Shun-ichi Amari desde un punto de vista teérico (Amari. 1972). Adn
més. cinco afios después volvié a la carga tomando como basc cstos resulta-
dos, para proponer una tcoria ncuronal de la asociacién y la formacion de
conceptos (Amari, 1977).

El articulo de 1972 incluye un buen mimero de definiciones. tres lemas,
ocho tcoremas v un corolario, parte de los cuales ticnen que ver con memo-
rias asociativas. La informacion que sc presenta a continuacion cstd tomada
libremente del contenido dc cste articulo, con las adaptacioncs pertinentes
v adecuadas cn notacion y cstilo.

Con un cnfoque teérico, cl autor desarrolla los siguientes temas:

1. Una corta descripcion dc las ya conocidas (en 1972) redes de clementos
dc umbral. las transiciones de estados y estados de equilibrio

9 Definiciones de los mimeros dc estabilidad de la transicién dc cstados
y los mimeros de cstabilidad de los cstados de cquilibrio

3. Condicioncs de convergencia para los mimceros de cstabilidad de los
cstados de cquilibrio

4. Los fundamentos de la auto-organizacién de las redes de clementos de
umbral

5. Las redes auto-organizativas de clementos de umbral como nicinorias
asociativas
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Parafrascando‘al autor, "una red auto-organizativa de clementos de um-
bral ticne la propicdad de que su estructura varia gradualmente. dependi-
cndo de los patrones aplicados a la red, como estimulos externos. Cuando
los patroncs dc cstimulo sc aplican repetidamente a la red. sc cspera que
ésta aprenda de los estfmulos v fije algunos de ellos como cstados de equi-
librio cstables. por medio de auto-organizacién. Sc puede decir que la red
recuerda csos patrones. Una vez que un patrén es recordado como un cstado

de cquilibrio estable, sera recuperado v reproducido correctamente cuando
un patrén vecino sc da como estimulo.”

La informacién para cl tema 1, cuyo resumen se presenta a continuacion.
procede de 12 fuentes a las que cl autor hace referencia, entre cllas tres tra-
hajos previos de ¢l mismo, un articulo de Krohn & Rhodes de 1965 titulado
precisamente Nets of threshold clements, y la edicién original (1969) del
famoso libro Perceptrons (Minsky & Papert, 1938).

Un clemento de umbral de n entradas se especifica por n cantidadcs
w1, Wa. ..., Wn llamados pesos, y una cantidad £ llamada wibral. El clemento
sc denota por E(wy. ws. ..., wy,; i) 0 mds brevemente E(w;; h). Consideremos
n variables de entrada xy, xs. ..., T, cuyo dominio cs ¢l conjunto {—1,1}. La
salida y cs 1 cuando la suma pesada Y, wiz; excede h; de otro modo, la
salida cs —1. Por lo tanto, la relaciéon de entrada-salida del clemento sc
describe por la siguicnte expresion:

y = sgn Zw,—x;-—h
dondc

1 si u>0

sgn(u) =
-1 si u<0

Amari asume. "con cl fin de cvitar discusiones innccesariamente com-
plicadas”, que cl caso de igualdad nunca ocurre. Ademds, cs posible hacer
una simplificacién adicional: si ¢ cs una constante positiva. los clementos de
umbral E(w;: h) v E(cwi:ch) tienen las mismas caracteristicas, por lo que
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os vilido considerar que Jw;| < 1y que ademds los pesos cstdn normalizadog
de mancra quc ¢l valor méximo dc todos los |w;| cs precisamente 1.

Sca una red compucsta de n clementos de umbral Ey, Es. .... ), donde
E; = E(wj1.wj2, ... wjn; h). Estos clementos cstdn conectados de manera
tal. que la salida de Ej, denotada por ;. cstd conectada con las i-ésimag
entradas de todos los clementos con un retraso de una unidad de tiempo: cs
decir. la salida y; sc multiplica por w;; cuando sc opcra con E;.

La red trabaja de modo sincrono cn intervalos fijos de ticmpo y esti
especificada por la matriz dc pesos (wji), xn ¥ €l vector de umbrales (h;),
El vector columna

Ymn

donde ; cs la salida actual del elemento Ej, sc llama cl estado actual de
la red.

El cstado siguicnte ¥’ estd determinado univocamente por cl estado ac-
tual y. debido a que la salida y! del clemento E; cn cl ticmpo siguicnte cstd
determinada por

’
Yi = sgn E wijy; — hi
j

Si sc denota ¢l operador de transicién de cstados por T, cl estado sigu-
icnte y’ sc expresa asi:

y =Ty

Un estado de equilibrio es nn estado invariante bajo T'; es decir. y. €8
un cstado de cquilibrio si y, = Ty.,..
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onjunto orde > 3 3 B =
Un conj cnado de m estados B = {y;.ya....,ym} para los cuales

sc cumple que yi4) = Ty; donde i = 1.2....,(m — 1) sc llama sccuencia de
transiciones dc cstados dc longitud m.

Una sccucncia de transiciones de cstados C = {y,.ys,....y,} para la
cual sc cumple que Ty, = yy, se¢ llama ciclo de longitud r.

Dado que cl mimero de cstados en una red cs finito, la sccuencia de

estados Yo, TYo. T?%yo. T?yo, T'yo, ... donde Yo ¢s arbitrario, sc comporta de
dos posibles mancras:

- converge a un cstado de cquilibrio,

- 0 bicn, cac cn un ciclo dentro de un nimero finito de transiciones de
cstado

Los cstados dc cquilibrio y los ciclos son patronces que la red puede retener
persistentemente sin cntradas cxternas.

Los ternas 2 a 5 son las aportaciones originales de Amari.

En lo que siguc, y tomando como basc la informacién de los parrafos an-
teriores, presentaremos algunos comentarios inicamente sobre los contenidos
que estén relacionados directamente con la capacidad que exhiben las redes
de clementos de umbral para actuar como memorias asociativas. Es decir,
no habr4 comentarios sobre las definiciones. lemas y tcorcimas relacionados
con la recuperacién de sccucncias y la formacién de conceptos, tépicos im-
portantcs cn cl articulo, pero ajenos al tema de nucstro interds.

Con objcto de definir y usar los mimeros de cstabilidad mencionados
cn los temas 2 y 3, Amari cch6 mano de dos conceptos: ¢l dc distancia de
Hamming cntre dos cstados x y y, expresada como dis(x, y) =35> lxi — uils
y ¢l de k-vecindad de x, cuya expresion es N(x.k) = {y |dis(x.y) < k}.

A partir de estos conceptos. dcfinié las n funciones

wi(x.y) =z | Y wisyi —
J

Es claro que w;(x.y) cs positiva cuando la i-¢sima componcnte de
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Ty =Y wijy; — hi
J

coincide con la de x. y ncgativa de otra mancra.

La combinacién de estas funciones y los operadores min(k), Propucstog
también por Amari. hace posible llegar a la definicion de los mimeros de

cstabilidad.

Para n mimeros rcales ry, 7. ..., Ty, cl operador min(k) denota el (k4 1)-
ésimo mimero mds pequeio de todos los 1;; ¢s decir, si los 7; sc ordenay
de acucrdo con su magnitud de mancra que 7, < i, <71y <--0 <y Lol

opcerador sc define asi:

El primer resultado del articulo. que ilustra ¢l papel de las funciones
u;i(x.y) y del operador min(k), afirma que una condicién nccesaria y sufi-
cicnte para que un cstado y caiga dentro de la k-vecindad de x después de
una transicién simple de estados, es decir Ty €¥(x,k). es min(k) {ui(x,y)} >
0.

Un caso particular del resultado anterior ¢s de gran trascendencia: veamos:
al hacer k =0, Ty e N(x,k) sc convicrte en Ty € N(x,0) y csto significa ni
mais ni menos que Ty =Tx.

Si ademids de & = 0 hacemos y = x. entonces obtenemos cl primer teo-
rema:

El estado y es de equilibrio — min; {u;(y.y)} > 0

Con la informacién y notacién anteriores ¢s posible presentar la primera
dcfinicidn central de este articulo, cl grado de cstabilidad de la transicion de
cstados. :



5.2. EL TRABAJO DE AXMARIL 47

Sca k un mimero no ncgativo: el mimero de k-cstabilidad s(y.k) de la
transicion de estado y —Ty se define cono la partc cntera de la cantidad

.-1,-171in(k) {ui(y.Ty)}: si [n] rcpresenta la parte cnera de n, la dcfincién del

mimero de k-cstabilidad os:

s(y.k) = %mi'n(k) {ui(y.Ty) }]

El scgundo resultado, que ilustra el significado del mimero de k-estabilidad
s(y.k), afirma que si z es un cstado que pertencee a la s(y.k)-vecindad de
y. entonces Tz pertencee a la k-vecindad de Ty; simbolicamente:

[z € N(y.s(y.k))] — [Tz € N (Ty.k)]

En particular, [z € N (y,s(y.0))] — [Tz =Ty).

Los mimcros de estabilidad de un cstado de cquilibrio y sc definen me-
diante ¢l mimcro de k-cstabilidad s(y,k); ¢l primer mimero de cstabilidad
s1(y) dc y cs dcfinido por s,(y) = s(y.0) = [émin(()){u,-(y.y)}], y los
demds sc definen recursivamente: s;(y) = s(y.s;j-1(y)).

La sccuencia s1(y), s2(y), -.- ¢s monétona no decrcciente y converge al
limite s(y) en un nimero finito de términos. Al lfmite s(y) sc le llama
natrnero de estabilidad del estado de equilibrio y.

Un estado de cquilibrio y cs estable si s(y) > 0 ¢ incstable si s(y) = 0.
El estado de cquilibrio y secrd inestable si y s6lo si s;(y) = 0.

El k-ésimo dominio de cstabilidad dec un cstado dc cquilibrio y cs la
se(y)-vecindad N (y. si(y)) v sc denota por Dy (y); es decir, Di(y) = N (y. si(y

Dos casos particularcs importantes son Do(y) = N (y,0) = {y}y D(y) =
N (y,s(y)): a D(y) sc lc lama simplemente dominio de estabilidad dey.

Adcmds, debido a que la sccuencia s1(y), s2(y), ..- ¢s mondtona no de-
creciente y converge a s(y). sc cumple que

Do(y) € Di(y) C Da(y) € -+- C D(y)
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A continuacién sc presenta ¢l cnunciado complcto del teorema 9 del
articulo. La importancia dc cstc tcorcma radica en que cstablece las cong.
ciones para que sc dé la convergencia dc la red a los cstados de cquiliby,
en un mimero finito de pasos. Un resultado similar c¢s la picdra a“gllla;
del famoso articulo de J. Hopficld. que marco ¢l nacimicnto de la Mcingri,
Hopficld. una década después.

Tcorcma 2.- Sca y un cstado de cquilibrio. Entonces, la red arrih, al
cstado y después de un niimero finito de transiciones de cstado. si su estadg
inicial pertencce a D(y). Més especificamente, la red arriba al estado y ¢
k transiciones si ¢l estado inicial pertencee a Di(y)-¢

En la presentacién del tema 4. los fundamentos de la auto-organizacigy,
de las redes de clementos de umbral, Amari asume que los patrones se aplicay
a la red como cstimulos cxternos, y que un patrén sc representa como up
vector columna n-dimensional cuyas componcentes son 1. donde n es o
niimero de clementos de la red.

Se asume también que la red sc fuerza a llegar al cstado x cuando sc
aplica cl patrén cstfmulo x. Sca x(t) cl patrén cstimulo aplicado en el tiempo
t(t=1.2 =

Al auto-organizarsc. los pesos dc la red cambian al recibir los patrones
de estimulo, de acnerdo con la siguicnte expresién para cl incremento de los
pesos cn cl ticmpo ¢:

./_\wij(t) = —aw,-_,-(t) + b.l,‘,'(t).’l:j(t)

donde a y b son constantcs positivas pequenas.

Asf llegamos al tema 5, las redes auto-organizativas de clementos de
umbral como mcrnorias asociativas.

Sc considera que los pesos iniciales de la red auto-organizativa cstan
dados por:

1 sii=j

0sii#j
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Sin pérdida dc generalidad, se considera ademss que h; = 0.Vi

El cumplimiento de estas condiciones conlleva al hecho de que todos los
estados cstdn inicialmente en equilibrio; esto se concluve de la definicién de

u;(x,y) v dcl primer tcorcma:

u;(x,x) = x; E Wiz — hy | = E w?j:rj =1
Jj J

y de aqui resulta que min; {w;(x,x)} > 0.

Dc acucrdo con ¢l primer tcorema. todos los estados x estdn inicial-
mente cn cquilibrio. Por consiguicnte, la red puede retener persistentemente
cualquicr estado inicial. pero sus mimeros de cstabilidad son cero (porque

s1(x) = 5(x,0) = [ri,min(()) {u,'(x,x)}] = 0) y todos los cstados son incsta-
bles.

El asumir que h; = 0,V? tiene como consccuencia inmediata que si sc
cumple Tx =y cntonces también se cumple T (—x) = (—y). Dado que cl
comportamicnto de (—x) estd determinado por el comportamicento de x, si
x cs cstable, entonces (—x) también serd cstable.

Sc mucstra la auto-organizaciéon de la red para cl caso cn que un solo
patrén con ruido sc¢ aplica repetidainente. Sca X un patrén aleatorio cuyas
componentes sc obticnen cambiando ¢l signo de cada componente de x en
forma incpendicnte con probabilidad p, es decir:

T “con probabilidad 1-p
I; =
—x; con probabilidad p

Sc propone cl pardmetro 62 = 4p(1 — p) como una cantidad que rcpr(:-
senta cl ruido del patrén x. Cuando p = 0. no hay ruido, y cuando p = 3,
62 = 1. En cstc ltimo caso, X no incluye informacion original del patrén x.

Amari presenta ¢l comportamicnto de las redes auto-organizativas de
clementos de umbral como memorias asociativas cn los teorcinas 4y 5de
su articulo.
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El tcorema 4 exhibe ¢l caso cn que la red aprende un uinico patrén ¢,
cstimulo, v cl tcorcma 5 trata cl caso mdis general, cuando m patroneg so
aplican repetidamente con cicrta frecuencia a la red, y las condiciones para
que la red pucda recuperar los patroncs asociativamentc.

Teorema 4.- Cuando un patrén x sc aplica repctidamente bajo distop.
siones de ruido de intensidad o2, la red se auto-organiza de mancra que se

cumple lo siguicnte:

. El patrén x cs almaccnado cn la red como un cstado dc cquilibrio y g,
minicro de cstabilidad cs

2 2
l1-o0- o-
s(x)=[ 5 n+?]

. Aquellos cstados y que satisfacen la relacién

2
o

: |cos(x.y)| < m

permanceen como cstados de cquilibrio incstable con mimero de cstabil-
idad 0. Todos los demss patrones cambian a x cn una transicién simplc. ¢

En la dltima cxpresion, cos(x.y) es el coseno del dngulo entre los pa-
troncs X v y, ¢l cual esta dado por cos(x.y) =lnx -y, y x-y cs cl producto
interno.

Se puede decir que la red recuerda a x correctamente como un cstado
dc cquilibrio, para valores de n suficientemente grandes. Consideremos cl
importante caso cn cl que s¢ presenta a la red un patrén y que cumplc con

02

|cos(x.y)| 2 ;1(1——0—2)

después de que el aprendizaje es completado. La red es pucsta cn cl
cstado y con la llegada del patrén externo, pero inmediatamente cambia
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al cstado x y permancce en €l En otras palabras, la memoria asociativa
rccupcra cl patron x a partir de un patrén ruidoso de entrada y.

Sc omitird ¢l cnunciado del teorema 5. debido a que su aportacién no va
mas alla de lo exhibido por ¢l Lincar Associator: si los patroncs aprendidos
son ortogonales, la rccuperacion serd perfecta.

En su articulo de 1977, Amari toma como basc los resultados del artfculo

de 1972, y proponc una tcoria ncuronal de la asociacién y la formacién de
conceptos (Amari, 1977).

En un cstilo teérico ain més riguroso, cl autor expone su idea de que
los componentes bésicos de una red no son clementos simples. sino pequefios
grupos dc ncuronas concctadas entre sf: Amari los llama neuron pools; mucs-
tra quc un ncuron pool pucde actuar como un clemento de dos cstados.

Respecto del tema de memorias asociativas, Amari toma las idcas del
articulo dc 1972 para dcfinir los sistcmas asociativos de mancra tal que

un patrén de entrada x da lugar a un patrén de salida y a través de una
transformacion T: ¢s decir, y =T'x.

Enfatiza la importancia de las rclaciones de ortogonalidad para lograr
salidas perfectas en la memoria asociativa, pues cn el caso ortonormal desa-

parcce cl término de cross-talk, como ya sc habia mencionado al presentar
cl Lincar Associator.

5.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cste capitulo hemos presentado el bosquejo de algunas de las ideas
que aparccen cn los trabajos del notable y prolifico tedrico japonés, ingenicro
matcmatico Shun-ichi Amari.

El Profcsor Amari ha cscrito més de 300 articulos internacionales en
varias decenas de revistas de gran prestigio, ha participado co al menos
serics de libros especializados incluyendo Neural Networks: Rescarch and
Applications (Pergamon Press), ha obtenido una docena dc premios inter-
nacionales de investigacion cientifica y es autor. entre otros muchos. del libro
Mathcmatical Theory of Nerve Nets.

Actualmente s ¢l Dircctor of Brain Information Processing Group, RIKEN
Frontier Rescarch Program, en Japon (www.islal).I)rain.rikcn.go.Jp/ amari/).
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Capitulo 6

Memoria Asociativa
Hopfield.

6.1. Contexto.

Si 1972 fuc cl ano de los pioncros cn el drca de las memorias asociativas,
1982 fuc cl afio de John J. Hopficld. Su articulo de esc afio (Hopficld, 1982),
publicado por la prestigiosa y respetada National Academy of Sciences (en

sus Proccedings), impacté positivamantc y trajo a la palestra internacional
su mcmoria asociativa.

Las autorizadas voces de los cditores del compendio Neurocomputing
(Anderson. & Roscenfeld (Eds.), 1990) ascguran que la cra moderna de las
meinorias asociativas (y dc las redes neuronales) nace a raiz de la publicacion
del articulo de Hopficld; afirman que cl éxito de cste articulo sc debe cn
gran partc a quec. ademds de tener un estilo claro. coherente y sofisticado.
fuc escrito por el distinguido v reconocido fisico John J. Hopficld. “en cuyas
manos la tcorfa sc convicrte en algo legitimo y respetable”.

La formacién como fisico decl autor queda de manificsto cuando declara
quc en los sistcmas fisicos constituidos por un gran mimero de clementos
simples, las intcracciones entre estos clementos dan lugar a fenémenos colec-
tivos (las orientaciones de los dominios cn sistemas magnéticos y los patroncs
de vértices cn sistemas de fluidos cjemplifican esta afirmacion).

A partir de cstas consideraciones, Hopficld sc pregunta si la intcraccion

de clemientos simples de procesamicnto similares a las neuronas. cuyo mod-
clo simplificado sec conocia desde hacia cuatro décadas (McCulloch & Pitts,

53
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1943), da lugar a la aparicion de propicdades computacionales colectivy
tales como la estabilidad de memorias: acto scguido. ¢l autor afirma que c:;
cfecto, su articulo de 1932 demucstra que este tipo de propicdades comput;.
cionales aparccen cspontancamente.

Estc capitulo estd dedicado a la. hoy famosa, Mcmoria Asociativa Hop-
ficld.

6.2. El trabajo de Hopfield.

En cl legendario articulo (Hopficld. 1982) sc considera un sistema fisico
descrito por un vector de cstado x cuyas coordenadas son (z).z2, vy By’
sc considera ademds que el sistema ticne puntos limite localmente estables
x®. x?-... Entonces, si cl sistema cs activado en un cstado suficientemente
cercano a cualquicer punto limite localinente estable. digamos en x = x4+ A
al transcurrir ¢l tiempo cl estado del sistema cambiara hasta llegar a que sc
cumpla x = x°.

El punto dc arranque x* + A rcpresenta un conocimicnto parcial del
estado cstable x?, v a partir de ahi cl sistcima genera la informacién correcta
x®. Hopficld declara categéricamente que un sistema fisico que se comporte
de esta mancra v que. ademds, sca susceptible de que cualquier conjunto
predeterminado de estados pueda ser asignado como cl conjunto de cstados
localmente cstables. es itil como memoria asociativa.

Es preciso hacer notar la semecjanza de cstos puntos limite localmente
cstables de Hopficld. con los estados de cquilibrio ¢que pueden retener per-
sistentemente, sin entradas externas, las redes de elementos de umbral de
Amari. al actuar como memorias asociativas (ver capitulo antcrior).

En ¢l modclo que originalmente propuso Hopficld. cada ncurona x; ticne
dos posibles cstados, a la mancra dc las ncuronas de McCulloch-Pitts: z; =
y z; = 1; sin cmbargo. cn la scecion Studices of the collective behaviors of the
model del mismo articulo, el autor hace la relevante observacién de que. para
un nivel dado de exactitud en la recuperacién de patroncs, la capacidad de
almacenamicnto de informacién de la memoria se puede incrementar por un
factor dec 2, si se escogen como posibles estados de las ncuronas los valores

xi = =1 ¥ 2; = 1 cn lugar de los valores originales x; =0y 2 = 1.
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Al utilizar cl conjunto {1. -1} y el valor de umbral cero. la fasc de apren-
dizajc para la memoria Hopficld serd similar. cn cierta forma. a la fase de
aprendizaje del Lincar Associator.

La intcnsidad de la fuerza de conexién de la ncurona x; a la neurona By
sc representa por cl valor de my;;5, v se considera que hay simetria. es decir.
mij = Mji- Si z; no esta concctada con z j- entonces m;; = 0; en particular,
no hay concxiones recurrentes de una ncurona a sf misma, lo cual significa
que Mii = 0.Vi. El cstado instantdnco del sistema esta completamente es-

pecificado por cl vector columna de dimensién n cuyas coordenadas son los
valores de las n ncuronas.

La memoria Hopficld cs autoasociativa, simétrica, con ccros en la diag-
onal principal.

En virtud de que la memoria cs autoasociativa, el conjunto fundamental
para la memoria Hopficld es {(x*,x") | p = 1,2....,p} con

xt=] 7 |edA” v A={1,-1}

La fase de aprendizaje para la memoria Hopficld cs similar a la fasc
de aprendizaje del Lincar Associator. con una diferencia relacionada con
la diagonal principal cn ceros. como sc mucstra en la siguiente regla para
obtener la ij-¢ésima componente de la memoria Hopficld M:

P
JUog . .
J,i:l:’j si T#]J

n=1

mij =

(6.1)

0siz=j

Opcrativamente, cl resultado de la expresién anterior sc pucde obtener
cn tres ctapas:

1.- Para cada una de las p asociaciones (x.x/*) s encuentra la niatriz
x* - (x)" de dimensiones n X n, la cual tienc unos c¢n su diagonal principal:
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Xy
-
" mi 2 e n .jl)
x* - (x") = : (Z), T s Ty
]
n
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\l"Il l':,l’z R :LJ":LJi B 4 e }

. ¢ t 4 " .
2.- A cada una dc las p matrices x¥ - (x*')" sc le resta la matriz identidad
1 de dimensiones n x n. con cl fin de lograr ceros cn la diagonal principal:

[0 b e e e )
1 L
ghrf 0 - ghEr - TaIn
t : : : 5 4
xt-(xt)y —-1I= 6.3
%) ST R (
\ oot el e aldd o 0

3.- Sc suman la p matrices x* - (x*)' — I para finalmente obtcner la

memoria M : n

M= Z [x¥ - (x")' = I] = [mij],, xn (6.4

n=1

La forma cn que sc lleva a cabo la fase de recuperacién para la incmo-
ria Hopficld cambia drasticamente respecto de lo que sucede cn cl Lincar
Associator. Al presentar un patrén de entrada X a la memoria Hopficld. ¢sta
cambiar4 su estado con ¢l tiempo. de modo que cada ncurona z; ajustc st
valor de acuerdo con ¢l resultado que arroje la comparacion de la cantidad

n
E m,-ja:,-
j=1
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con un valor de umbral cuyo valor ¢s normalmente cero

Representemos cl estado de la memoria Hopficld en el tiempo ¢ por x(t):
cntonces zi(t) representa el valor de la neurona z; en el tiempo ¢ yxi{t+1)
el valor de z; en cl tiempo siguiente (t + 1).

Dado un vector columma de entrada X. la fase de recuperacién consta de
tres pasos:

1. Parat =0, sc bace x(t) = X; s decir. z;(0) = F;. Vi € {1,2,3,....n)

2. Vi € {1.2.3,...,n} sc calcula z;(t + 1) de acucrdo con la condicién

siguicnte:

n
L si ) mjzi(t) >0
i=1

zi(t+1) = ﬁ zi(t) si il m;jzi(t) =0 (6.5)
i=

n
-1 si Y myz(t) <0
\ =1

3. Sc compara z;(t + 1) con z;(t) Vi € {1.2.3....,n}. Si x(¢t + 1) = x(t)
cl proceso termina y ¢l vector recuperado s x(0) = X. De otro modo,
cl proceso contintia de la siguientc mancra: los pasos 2 y 3 sc itcran
tantas veces como sca nccesario hasta llegar a un valor ¢ = 7 para
el cual zi(t + 1) = z:(7) Vi € {1,2,3,....n}: cl proccso termina y cl
patroén recuperado cs x(7).

El proceso dec convergencia descrito en cl paso 3 de la fasc de recu-
peracion. indica que el sistema llega a un punto limite localmente cstable cn
cl tiempo 7.

La cxistencia de T cstd garantizada a través de la demostracion que hace
Hopficld de que cxisten puntos limite localmente cstables cn su modclo de
nmemoria asociativa: para cllo. define E de la siguiente mancra. tomando cn
cucnta la condicion de que m;; =0,V

E= -% YOS mijuiz; (6.6)

= =1 _]=l
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~ ¥acto scguido demuestra que E es una funcién de x; monétons dee
ciente, rea
Ademds de la demostracion sugerida por Hopfield. los investigadoy
McElicce ct. al. esbozan otro camino para demostrar la com’crgcuc;;\ de (;S
expresion 6.6, en un importante trabajo donde analizan la capacidad (e 1:
memoria asociativa Hopficld (McElicce. Posner, Rodemich, & Venkatceg,
1987). Los desarrollos de la sugerencia de Hopficld v del esbozo de dc:
mostracion de McElicce ct. al. sc presentan cn el apéndice de esta obya.

El riguroso anilisis de McElicee et. al. arroja como resultado principal

que la memoria Hopficld cs capaz dc recuperar en forma perfecta ——

. .. ~1[ogn
patrones donde n cs la dimension de los patrones.

Si sc suaviza la restriccion de que todos los patrones scan recuperados
cn forma perfecta, y sc cambia por la condicion de que la mayoria lo scan,
cntonces la capacidad sc duplica: ahora la memoria Hopficld cs capaz de

n

recuperar patroncs, perniiticndo leves errorcs.

2logn

En cl articulo original de 1982, Hopficld habia estitnado empiricamente
que su memoria tenia una capacidad de recuperar 0,157 patrones. y cn (Abu-
Mostafa & St. Jacques, 1985) sc habia establecido formalmente que una cota
supcrior para ¢l mimero de vectores de cstado arbitrarios cstables en una
memoria Hopficld cs n.

Es pertinente apuntar que, como ya sc ha mencionado antes cn el capitulo
G, cl tcorcina 2 del articulo (Amari, 1972) cs un importante antccedente
para cste resultado de Hopficld. Los resultados son cquivalentes pero con
una presentacion ligeramente diferente: Amari presenta cl tcorema de la
convergencia de las redes de clementos de umbral en términos de cstados de
equilibrio que son alcanzados por la red cn un mimcro finito de transicioncs
dc cstado.

Ejemplo.

Para cjemplificar la memoria Hopficld, usaremos patrones de dimensiol
n = : inicicmos con tres vectores (p = 3).
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Calculemos. de acucrdo con las expresiones 6.1. 6.2 y 6.3, las matrices
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La memoria Hopficld M sc obticne a partir dc la suma de las matriecg
cowmo lo indica la expresiéon 6.4 que corresponde al tercer paso de la fase d(;

aprendizaje:

3
M = xn.(xﬂ)f
n=l1

0 -1 -1 1 g =1 I =1
-1 0 1 -1 -1 0 -1 1
=1 -1 1 o =1 |%T| 1 21 o0 4
1 -1 -1 0 -1 1 -1 0

0 1 -1 1

1 0 -1 1

21 -1 0 -1

1 1 -1 0

Con la obtencién de la memoria M concluye la fasc de aprendizaje.

Alora sc lc presentar4 cl patrén X = x3 a la memoria M para llevar
cabo la fasc de recupcracion.

El primer paso consiste en realizar la asignacién x(0) = X . Entonces sc
ticne:

x(0) =

Sec requiere calcular la cantidad

n
> mijz;(0)
Jj=1
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vi antes de aplicar la condicién del paso 2; esto sc logra operando cl producto
dc 1a matriz M por cl vector x(0):

-1 0 -1 1 _
Mex0) = |y g g || T
1 1 -1 0 -1

0-(=1) +(=1)- (1) +(=1)- (1) +1- (1)
(=1)- (=) +(0) - (-1) + (-1)- (1) + 1 - (-1)
(=1)- (=1) + (=1) - (=1) +(0) - (1) + (=3) - (-1)
1- (1) +(1)- (-1 +(-1)- (1) + (0) - (-1)

Z;}l m jz;(0) -1
M-x(0) = | Zg=1™%O | _| -1
Z,—=1 my;x;(0) 5
3 5=14;(0) =3

3 3 3
Es decir: Y my;z;(0) = -1, Y mojzi(0) = -1, Y m3;z;(0) =5 y
=1 i=1 i=1

3
Y myjz;(0) = -3
=1

Ahora apliquemos cl paso 2 a cada una de las coordenadas:

3

z1(1) = -1 porque Zml_,-xj(()) =-1<0
. j=l
3

zo(1) = -1 porque ng_,-:c,-(O) =-1<0
j=1

3
x3(1) = 1 porque Zm;;j:vj(())=5>0
Jj=l1

3
z4(1) = -1 porque Z'n].ijl'j(()) =-3<0

j=1
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El paso 3 indica quc sc realicen las comparaciones de xi(t + 1)
z;(t) Vi € {1,2,3,....,n}; vcamos: con

I (1) = —-1= I} (0)
z2(l) = —1=a,(0)
z3(1) = 1=1x3(0)

zi(1) = —1=1z4(0)

Lo anterior significa que x(1) = x(0). Por lo tanto, cl patrén recuperadg
cs ¢l mismo x(0) = x = x3.

Analiccmos lo que sucede cn la fase de recuperacion al presentarle of
patrén X = x! a la memoria M. Primer paso:

Izual que antes. previamente a la aplicacién de la condicién del paso 2

. n
se requicre calcular la cantidad ) m;;z;(0), Vi.

Jj=1
0 -1 -1 1 1
-1 0 -1 1 -1
Mx©@ =1 3 1 0 =3 || 2
1 1 -1 0 1

0-14(=1)-(-1)+(-1)-(-1)+1-1
(-)-(1)+©)- (1) +(-1)- (1) +1-1
(=1)- (1) + (=1) - (=1) +(0) - (-1) + (=3) - (1)
1-1+(1) (1) + (1) (<D + () - ()
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¥ o1 m1;;(0) 3
M - x(0) = Z::x ma;z;(0) - 1
Y =1 M3;2;(0) -3
Z}'-_-l my;z;(0) 1

Paso 2 cn cada una de las coordenadas:

3
z)(1) = 1 porque Zmljxj(0)=3>0

i=t
3
z2(1) = 1 porque ngj:rj(O) =1>0
j=1
3
z3(1) = -1 porque Zm;;_,-:z:,-(()) =-3<0
i=1

3
z4(1) = 1 porque Zm.;j:vj(f)) =1>0
J=1

El paso 3 indica que sc rcalicen las comparaciones de z;(t + 1) con
z;(t) Vi € {1.2.3....,n}; vcamos:

z21(1) = 1=a,(0)
x2(1) 1 # 22(0)
z3(1) -1 = z3(0)
z4(1) = 1=z4(0)

Para la coordenada 2 no sc cumple la igualdad. y esto significa que
x(1) # x(0) y que 7 # 0: sc deben iterar los pasos 2 y 3.

Producto de la matriz M por ¢l vector x(1):
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M - x(1)

I
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[0 -1 -1 1 1
-1 0 -1 1 1
-1 -1 0 -3 || -1
\ 1 1 -1 o0 1

( 0-1+(-1)-(1)+(-1)-(-1)+1-1
(=1)- (1) +(0)- (1) + (1) (=1) +1-1

(=1)- (1) + (=D - (1) +(0) - (1) +(=3) - (1)

\  1-1+(1)-(1)+(=1)-(=1)+(0)- (1)

Z?__.l myjzi(1) 1
M. X(l) — Z =1 1"‘2j3:j(1) — 1

Z':l "13131'(1) =9

2 =1 Majz;(1) 1

Al aplicar ¢l paso 2 a cada una dc las coordenadas, tenemos:

3

z1(2) = 1 porque Zmlja:j(l) =1>0

i=1

3
z2(2) = 1 porque ng_,-:rj(l) =1>0

j=1
; 3
23(2) = -1 porque Zm;;_,-z:j(l) =-5<0
i=1
3
z4(2) = 1 porque quj:rj(l) =1>0
i=1

Apliquemos el paso 3 Vi € {1,2.3....,n}:

I (2) = 1= .’Bl(l)
x2(2) 1 =x,(1)
z3(2) = -1=um3(1)
z4(2) = 1=1a4(1)
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Lo anterior significa que x(2) = x(1). Por lo tanto, ¢l patrén recuperado
es:

6.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cste capitulo hemos presentado uno de los trabajos cldsicos cn memo-
rias asociativas: La Memoria Asociativa Hopficld, cuvo autor es el fisico
nortcamecricano John Hopficld quicn es responsable, segiin voces autorizadas.
de haber revivido cl interés, a principios de los ochenta del siglo XX. cn las
redes ncuronales y cn particular en las memorias asociativas, después de un
periodo de cstancamicnto de més de una década.

Dos afios después de haber publicado su famoso articulo (Hopficld, 1982).
cl autor publica un nucvo articulo donde describe las memorias asociativas
con valores rcales (Hopficld. 1984). Para cntonces, va sc habia desatado un
furor por las memorias asociativas y las redes neuronales entre los cientificos
e ingenicros involucrados con este tipo de temas.

En la actualidad. cl Profr. Hopficld dirige exitosamente cl Hopficld Group
en Princcton University (www.hopficld.net/~group/). Entre los interesantes
temas que actualmente investiga cl grupo. se encuentra la implementacion
ncuronal de la pereepeién de olores ( Hopfield, J. J.. Odor Space and Olfac-

tory Processing: Collective Algorithms and Neural Implementation, PNAS
(1999)).
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Capitulo 7

ADAM, BAM y SDM

Estc capitulo ticne como propdsito incluir tres modelos de memoria aso-
ciativa quc no son cscnciales para entender el desarrollo de los modelos de
nmemorias asociativas, pero que comparten una caracteristica comun: son
extensiones dec modeclos conocidos.

El ADAM (Advanced Distributed Associative Memory) de Austin sc
pucde considerar como una extension de las redes asociativas de Willshaw:
la BAM (Bidircctional Associative Mcmory) de Kosko, que surgié cn pleno
auge de los intentos realizados por algunos grupos de investigacién con mi-
ras a minimizar una dc las desventajas de la memoria Hopficld. se puede
considerar como una cxtensién ingeniosa de ésta iltima: y finalmente. la
SDM (Sparsc Distributed Memory) de Kanerva esté basada en la estructura
de una RAM usual, y puede considerarse como una generalizacion de los
conceptos involucrados cn una RAM

7.1. Advanced Distributed Associative Memory

El modelo de memoria asociativa ADAM (Advanced Distributed Associe-
tive Memory) fue propuesto por Jim Austin de la University of York, como
tema de tesis doctoral, en 1986. Austin cre6 ADAM con miras a mejorar la
capacidad de las redes asociativas de Willshaw et. al.; para cllo, disend un
arrcglo de dos redes asociativas a las que agregé un sistema de cddigos de
clase. como sc describird a continuacion.

El desarrollo de csta parte cstd basado en la libre adaptacién de la '{n-
formacién contenida cn las referencias (Austin. 1987). (Kennedy, Austin,

67
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& Cass. 1995), (Austin. Buckle, Kennedy. Moulds, Pack. & Turncr,lggy)
(Turner. & Austin. 1997).

Para describir ¢l modelo, consideremos A = {0.1} y ¢l conjunto fund,.

mental

{(x'.y") | x" € A" y y" € A", donde p=1.2....,p}

ADAM ecs un sistema de entrada y salida que al operar acepta comg
entrada un patrén binario x”* € A", y produce como salida un patrén y#
flﬂl'

En ambas fases. aprendizaje y recuperacion. para cada parcja de patrones
dc cntrada y salida sc requicre un cédigo de clase, el cual es un patrén
21" € A¥. dondc k cs un niimero cntero positivo; cada cédigo de clase contiene
T componcntes con valor 1 y k — r componcentes con valor 0, donde 7 ¢s un
mimero cntero positivo fijo con la condiciéon r < & (esto significa que habrg
r,(k—ﬂr)—. diferentes cédigos de clase disponibles).

Antes de iniciar las fases de aprendizaje y recuperacién, cs preciso llevar
a cabo dos pasos previos:

1. Sc escoge cl valor r < k para crear los cidigos de clase

2. Sc crean dos matrices nulas (llenas de valores 0): P = [p;;] exn ¥ Q
hii]mxk

En la fase de aprendizaje de ADAM. para cada i =1,2,..., pscrealiza
lo siguiente:

1.~ Se propone un cédigo de clase z* (el cual conticne 7 componentes con
valor 1)

2. Sc actualiza la matriz P de acuerdo con cl siguicnte csquema:
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J gt
xy | ah |- ||

St
i ) PP .
ﬁ}‘ P | P2 Pyl | pim
=2 | P21 [ P2 | - g | - | pon

T : '
Zi [P | P2 |- pij | | pim
" -
e | Pk P2 | e Pej | - | Prn

donde la regla para actualizar los componentes p; ; ©S:

1 28 =1=,"
pis = . stz =1 =ua;
valor anterior cn otro caso

3. Sc actualiza la matriz Q de acucrdo con el siguicute esquema:

Iz I oo Iz
zl 22 bj el zk
WL
Y1 an [qi2 | @y | | Quk
qil!
Yo 1 Q21 | G2 | = | 925 | - | Qo
2V
Yi dil qi2 | - | Gij oo | Gik
It
Y dm1 | Q2 | | Qg | = | Yk

donde la regla para actualizar los componentes g;; cs:

. ']
1 siyf =1= z;-
Ui: = .
hij valor anterior cn otro caso

Al final dc la fasc de aprendizaje sc tendrdn las dos redes asociativas de

Willshaw P y Q.

% T [y ) n

En la fase de recuperacién sc considera un patron de entrada x¥ € A",
dondew € {1,2....,p} (si ¢l ruido es cero, s cumple que X* = X pertencee al
conjunto fundamental de entrada) y sc llevan a cabo las siguientes accioncs:
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1. Sc realiza la operaciéon P - x¥; cs decir,

n
(P-%*); = )_pi¥s, Vi € {1,2,...k}
j=1

2. Se calcula el correspondicente codigo de clasc z* a través de la umbra).
izacion:

.2 n oW k n W oels
1si Zj.—_*l p'J‘]'j - Vh:l [Zj:l phJ‘LJ]
0 cn otro caso

3. Ya conocido cl cédigo de clasc z*, sc realiza la operacién Q- 2%,
decir,

k
T (Q-z¥); = Zq,-jzj,Vi e {1,2....,m}

j=1

Se espera que ¢l vector Q - z¥ sca precisamente ¢l patron fundamente
de salida yv.

7.2. Bidirectional Associative Memory

Pasada la cuforia que desperté la aparicién de la memoria Hopficld
los albores de la década de los ochenta, y como parte de las productive
consccucncias que vivié ¢l campo de las memorias asociativas, los investi
gadores hurgaron en la posibilidad de buscar mancras de subsanar la clar
desventaja de la autoasociatividad: es decir, se inici6 la bisqueda de modelc
heteroasociativos, que dicsen lugar a la creacién de memorias que aceptase
conjuntos fundamentales como cl siguicnte:

{(x*.y")|x* € A® y y* € A™, donde p=1.2,....p}

Bart Kosko, investigador de la University of Southern California. propt-
so una respucsta: la hoy famosa BAM (Bidirectional Associative Memory

Similarmente a como Austin cnsamblé dos redes asociativas de Willsha
para disenar su ADAM, Kosko ideé un ingenioso arrcglo de dos memory
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Hopfield, ¥ demostr6 que este diseno, al que llamé BAM i
patrones de manera heteroasociativa. o8 capaz de asoclar

A pesar de que en el .bagaje editorial y en internet pululan ensayos
escritos, monograffas y opiniones sobre la BAM de Kosko. el oontenidc:'r d(;
esta seccién se basa en s6lo tres fuentes: el artfculo origina;l (Kosko, 1988)

) b}

un libro de texto (Kosko, 1992) y una excelente obra colectiva sobre el tema
de las memorias asociativas (Hassoun, 1993).

Al igual que Hopfield descubri6 que su memoria asociativa funcionaba
mejor con patrones bipolares que con patrones binarios, Kosko mostré que
la BAM se comporta mejor con patrones bipolares que como lo hace con
patrones binarios, y por ello disefié la BAM para que aceptase el conjunto
fundamental

{(xH,y") | x* € A" y y" € A™, donde p =1,2,...,p} ,dondeA = {-1,1}

Es decir, la BAM es un sistema de entrada y salida que al operar acepta
como entrada un patrén bipolar x¥ € A", y produce como salida un patrén
y# e A'n.

La fase de aprendizaje para la BAM genera dos matrices diferentes,
M y W, pero en cada caso es similar a la fase de aprendizaje de la memoria
Hopfield y del Linear Associator, recordando que en la memoria Hopfield
hay una diferencia relacionada con la diagonal principal (en ceros); la BAM
no presenta esta restriccion.

1. Para cada una de las p asociaciones (x*,y*) se encuentra la matriz
y* - (x")‘ de dimensiones m x n:

[ e A
v B2y o we
y“'(x‘“)tz . -(I’{,I‘z‘,...,xﬁ = y?.xllt y{l.xﬁzl Y y{';x}i‘. ..

\ et sheh e e

i zn
i

P

i
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2. Se suman la p matrices y* - (x*)" para obtener la matriz M :

M=) y*- (x*)" = [mij]
Bp=1

3. La matriz W de n x m se define como la transpuesta de M; es decir:

w = (M)

- [zy»-(x“)‘]
u=l
2 t
= Z[y#.(xn)!]
pu=1
= > ()
p=1

- [wijlnxm

El paso 3 es la aportacién de Kosko: la ingeniosa idea de que la matriz
W sea la transpuesta de M.

La fase de recuperacién de la BAM, para cada uno de los dos tipos de
patrones x*, y* es idéntica a la fase de recuperaci6n de la memoria Hopfield.
En la BAM se rquiere verificar convergencia en ambos casos, para x* y para

y:.

Representemos el estado de la BAM en el tiempo t por [x(t),y(t)];
entonces [z;(t), z;i(t)] representa los valores de z; y y; en el tiempo ¢, y
[z:(t + 1), 3:(¢t + 1)] los valores en el tiempo siguiente (t + 1).

Dado un par de vectores columna de entrada (X,y), la fase de recu-
peracién consta de cuatro pasos:

1. Parat =0, se hace x(t) = X y y(t) = ¥; es decir, ;(0) = T;, Vi €
{1,2,3,...n} y%(0)=14;,Vie{1,2,3,..m}
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9. Vi € {1.2.3....,m} sc calcula y;(t + 1) de acuerdo con la condicién
siguicnte:

1si 32 mijz;(t) > 0
=

yi(t+1)=ﬁ ui(t) si i’"ijxj(t)=0
7=1

n
=1 si ) myjzi(t) <0
\ Jj=1

3. Vi € {1,2,3,...,n} sc calcula 2;(t + 1) de acucrdo con la condicién
siguicnte:
p

m
1si )0 wijy;(t) >0
j=1

zi(t +1) = ¢ zi(t) si _leijyj(t) =
e

-1 si E H‘,‘jyj(t) <0
k i=1

4. Sc rcalizan las siguicntes comparaciones: z;{t + 1) con z;(t) Vi €
{1.2.3....,n} v yi(t + 1) con y;(t) Vi € {1.2.3....,m}. Si sc cumplen
ambas condiciones x(t + 1) = x(t) y y(t + 1) = y(t). cl proccso ter-
mina y la parcja de vectores recupcrados es [x(0),y(0)] = (X.¥). De
otro modo, ¢l proceso continda de la siguicnte mancra: los pasos 2, 3
y 4 sc itcran tantas veces como sca nccesario hasta llegar a un valor
t = 7 para cl cual sc cumplan las dos condiciones: x;(7 + 1) = z;(7)
Vie {1.2.3....,n} y yi(r + 1) = 3i(7) Vi € {1,2,3,...,m}; cl proceso
termina y la parcja de patrones recuperados es [x(7), y(7))-

Sc cspera que la parcja recuperada [x(7),y(r)] sca una dc las parcjas
(x¥,y") dcl conjunto fundamental.

7.3. Sparse Distributed Memory

En su busqueda de un modelo para la memoria humana, cl finlandés
Pentti Kanerva desarrollé un tipo de memoria asociativa a la que llamé6
Sparse Distributed Memory (SDM).
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La SDAI pucde considerarse como una variante de la RAM usua, Comg
quedard de manifiesto cn los siguicntes pdrrafos. cn donde se ha adaptagy
notacién c¢ informacién contcnidas en diversas fuentes (Kanerva. 1988- Fly-
nn. Kanerva & Bhadkamkar, 1989:.Simpson. 1990; Zboril. 1997; Ludor i
Carvalho, Braga, & Souto, 1999).

Para describir la SDM, consideremos A = {0,1} y cl conjunto fund,.
mental

{(xF.y") | x € A" y y¥ € A™, donde p=1.2,...,p}

Esta memoria requicre de dos pasos previos a las fases de aprendizaje
recuperacion:

1. Scoescoge k€ N, tal quen < k < 2"

2. Sc crea la matriz alcatoria Qgx, cuvas cntradas g;; son clementos de
A cscogidos alcatoriamente

La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:

1. En csta ctapa primera, para cada una de las p asociacioncs (x/, y*)
llevan a cabo los siguicntes cuatro pasos:

a) Sc obticne ¢l vector de Hamming, cl cual es un vector columna
h* de dimensién k que resulta de Qpxn ® X = h''; la opcracién
& cst4 definida de modo que cl valor de la i-ésima componente

n
=H(Qi.x") =) q; 6z}
=1

donde H(Q;,x") es la distancia Hamming entre cl renglén Qi de
la matriz Qgxn v ¢l vector columna de cntrada x*. La distancia
Hamming sc calcula sumando todos los items para los cuales
operacion OR exclusiva & ticne valor légico 1. Los valores alma-
ccnados cn las entradas del vector b son nimceros cnteros cntre
1y n; cs decir, 1 < A < n, ViVu

b) Se escoge ¢l radio de Kanerva p, el cual es un ntiimero entero tal
queel<p< 7—21
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¢) A partir del vector de Hamming h* v ¢l radio des
obticne ¢l vector columna de transicién intern
k v con cntradas en cl conjunto A, cuya i-6
calcula por la expresion

Kancerva p. se
a b”, de dimension
sima componente se

Lsi b <mn-2p
V=

0 de otro modo

. ‘ Al * t
d) Scopcran los vectores y* v (b*)* para obtener una matriz M¥ de
dimensiones m x k, de modo que ocurra lo siguicnte: ¢l valor de la
17-Gsima entrada mIJ debe ser 1 si se cumple que H =lyyl = 1
y dcbe ser —1 si se cumple que b’ ly ot = (J ademss, m/ T

dcbe ser 0 en otro caso. La r.\prosu’)n con que sc logran obtencr
cstos valores para la ij-¢sima entrada cs:

ny; = (21}{'(}5’ - 1) 4

2. En csta scgunda ctapa sc suman la p matrices M* para obtener la
nicmoria

P
- P
M= E M" = [mi5],0
=1
cn dondc la 77-ésima componente m;; sc expresa asi:

r

mij = Z (27;‘"()" ) b

p=1

En la fase de recuperacién. quc también consta de dos ctapas, sc
considera un patrén de entrada x*, donde w € {1.2....,p} (si‘cl ruido cs
cero, sc cumple que X¥ = x* pertencee al conjunto fundamental de entrada).

1. Esta primcra ctapa cs cn parte similar a la ctapa 1 dc la fasc de
aprendizaje y consiste de dos pasos, dado cl vector columna de entrada
%™

' : <5 —— W 3 - " ]
a) Se realiza la operacion Quxn ® X = h* para obtener el vector
de¢ Hamming h*, de mancra que:

=H(Qi.%)=) ¢;0F
=1
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donde H(Q;.X“) cs la distancia Hamming cntre cl renglon Q, de
Ia matriz Quxn ¥y cl vector xX¥. La distancia Hamming sc caleyly,
sumando todos los itcms para los cuales la operacion OR exclusiy,
@ ticne valor légico 1. Los valores almaccnados en las entradas (g
veetor h% son numeros enteros entre 1 y n; cs decir. 1 < v < n,
Vi

A partir del vector de Hamming by del radio de Kanerva p
cscogido ¢n la fasc dc aprendizaje. sc obtienc ¢l primer veetor
columna de transicién interna b, de dimension Ay con cntradag
cn cl conjunto A, cuya i-¢sima componente s¢ calcula por la expre
sion by = ¢(h*. p), donde la funcién umbral ¢ de dos pardametrog

u y v cstd definida por:
lsiu>n—2v

. o(u.v) =
0 de otro modo

2. Esta scgunda ctapa consta de tres pasos, a saber:

a)

b)

Se calculan los m umbrales que se representan en el vector umbral
8% dec dimensién m, cuya i-ésima componente sc expresa de la

siguicntc mancra:

Sc obticne ¢l segundo vector de transicién interna £ de dimesion
m cuya i-ésima componentc sc calcula asi:

k
t‘id == Z m,-jbj’

j=1

Finalmente se obticne el vector columna y* de dimensién m. que
cs la salida correspondicnte al vector de entrada X*. Para calcular
cl valor dc la i-ésima componente 7 sc hace uso del vector umbral
6* y del segundo veetor de transicién £, por medio de la siguientc
expresion:

1sity > 67

i =
0 de otro modo
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Se cspera que cl vector ¥ sca precisamente el patrén fundamental de
. W
salida Y™

7.4. Consideraciones finales del capitulo.

Actualmente. Austin es Profesor de la Universidad de York y- Director
del Advanced Computer Architecture Group: ha trabajado con un grupo de
colcgas y alumnos en un superconjunto de ADAM, cl cual ha sido bautuizado
con cl acrénimo de AURA (Advanced Uncertain Reasoning Architecture).

Los avances dcl grupo de Austin se pucden consultar cn

www.cs.york.ac.uk/arch/nn/aura.html

Respecto de la BAM, en cl ano de 1998, Hongchi Shi propuso un mode-
lo general de memorias asociativas bidircecionales en su articulo A General
Model for Bidirectional Associative Memorics, TRANSACTIONS ON SYS-
TEAIS, MAN, AND CYBERNETICS. AUGUST 1998.

Actualmente IKanerva es ¢l principal investigador del Stochastic Pattern
Computing Group cn ¢l Swedish Institute of Computer Science, y su trabajo

sc enfoca al tema representacion distribuida:

WWW.S1CS.S€
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Capitulo 8

Memorias Asociativas
Morfolégicas

8.1. Contexto.

Los trabajos de Hopficld causaron excitacion en ¢l mundo de las memo-
rias asociativas y las redes ncuronales. de modo tal que muchos de los cientf-
ficos que habian estado al margen. gracias a Hopficld sc intcresaron cn cstos
temas y sc generd una actividad importante. En la scgunda mitad de la
década dc los ochenta del siglo XX aparccicron investigadores que tomaron
los modclos clésicos, los modificaron o extendicron y dicron lugar a nucvos
tipos de memorias asociativas. cuya importancia radica ¢n que son consc-
cuencia del trabajo de los grandes hombres involucrados cn la concepcion y
desarrollo de los modclos hasta ahora descritos en csta obra.

Entre la miriada de aportacioncs ¢ innovacioncs cn cl campo dc las
memorias asociativas, después del espectacular éxito de la memoria Hop-
ficd de 1982. no sucedié nada rcalmente trascendente hasta 1998, cuando
aparccicron las memorias asociativas morfolégicas.

La diferencia fundamental centre cstas memorias y las memorias aso-
ciativas clasicas como cl Lincar Associator y la Mcmoria Hopficld, cs que
micntras ¢stas basan su operacién cn la suma y multiplicacién usuales, las
mcemorias morfolégicas se basan cn las operaciones morfolégicas de dilatacién
¥ crosion. En otras palabras, micntras que las memorias asociativas cldsicas
cchan mano de la suma de productos, las memorias asociativas morfoldgicas
hacen uso de maximos o miimos de sumas.

79
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8.2. Memorias Morfolégicas Heteroasociativas.

Los modclos de memorias asociativas hasta aqui presentados en este libro

funcionan con basc cn las operaciones usuales de suma v multiplicacion. A
cste tipo de memorias asociativas. representadas principalmente por el Lin-
car Associator y la memoria Hopficld, sc les llama clasicas para contrastar
su funcionamicnto con las memorias asoctativas mor fologicas.

La diferencia fundamental entre las memorias asociativas cldsicas y las
morfolégicas, radica cn quc los fundamentos operacionales de las memorius
asociativas mor foldgicas, s¢ cncucntran cn Ins opcracioncs morfoldgicas
de dilatacién y crosién. Estas memorias rompicron cl esquema utilizado a
través de los afios cn los modclos de memnorias asociativas cldsicas, que uti-
lizan opcraciones convencionales entre vectores y matrices para la fasc de
aprendizaje, y suma de productos para recupcrar patrones.

Las mcinorias asociativas morfolégicas, por otro lado. usan mazximos o

minimos de sumas para la fase de aprendizaje, v mazimos o m inimos de
sumas para la fase de recuperacion (Ritter. Sussner & Diaz-de-Leon, 1998;

Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999).

La informaciéon quc¢ s¢ exponc a continuacion constituye un resumen
ilustrativo del disciio, operacién y caracteristicas de las memorias asociativas
morfolégicas y estd tomada libremente del contenido de estas dos referencias
(las cuales conticnen. cn total, 17 tcorcmas y cuatro corolarios) vy de (Diaz-

de-Leon & Ydicz, 1999).

Hay dos tipos de memorias asociativas morfoldgicas: las memorias max,
simbolizadas con M. y las memorias min, las cuales se simbolizan con W:
cn cada uno de los dos tipos. las memorias pucden funcionar cn ambos
modos hetcroasociativo v autoasociativo. Nétese, de entrada, csta ventaja

que poscen las memorias asociativas morfolégicas respecto dc la mecmoria
Hopficld. la cual se disefié para funcionar s6lo como memoria autoasociativa.

El conjunto fundamental serd {(x*,y") | p = 1,2,....p} con

M 1
T ‘ll '!}‘l
Zy uh
Xt = - €eA" y y'= ,)Jg € A™

i Il
Ln Ymn
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Antes de iniciar, ¢s ncccs'.?no definir dos nuevas operaciones entre matri-
ces cn terminos de las operaciones +, V y A, con cl fin de poder expresar las
fases de aprendizaje y recuperacion de las memorias asociativas morfolégi-
cas.

Sca [ una matriz [dij]mxp y H una matriz [h.'j]pxn cuyos términos son
pimeros cnteros.

El producto mazimo de D y H. denotado por C = Dy H, da como
resultado una matriz C' = (cij),,x » Y sc define de la siguiente mancra:

p
ci; = \[ (dix + ) (8.1)
k=1

Existen dos casos particulares de suma importancia cn la aplicacién del
producto mazimo.

El primer caso cs cuando D c¢s una matriz de dimensiones m xn y H cs
un vector columna de dimension n. Al aplicar la expresion 8.1 para calcular
el producto maximo C' = D 7 H cuando D cs una matriz [dij,,, v H cs
un vector columna de dimension n [4;],, sc obticne un vector columna C de
dimensién m. cuya i-ésima componcente cs:

n

ci = \/ (dij + 1) (8.2)

i=1

El scgundo caso cs cuando sc rcaliza ¢l producto mazimo cntre un vee-
tor columna de dimensién m por un vector fila de dimensién n; cn ambos
vectores se cumple que p = 1.

Al aplicar la expresién 8.1 para caleular C = D7 H sicndo D un vector
columna de dimensién m y H un vector fila de dimensién n, sc obtiene una
matriz C = [c;5],,,p

1
Cij = V (dir + ki) = (dir + Iuj)
k=1
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expresién cn la que se puede climinar ¢l subfndice 1, para quedar final-
mentc que la componente ¢;; de la matriz [¢;5] ., aue resulta del producto
mdaximo cntre un vector columma D de dimensiéon m por un vector fila H

de dimension n cs:

cij = (d; + h;) (8.3)

Similarmente, ¢l producto minimo C = D A H sc dcfine asti:

p
Cij == /\ (dih + hkj) (84)
k=1

Al aplicar la cxpresion 8.4 para calcular cl producto minimo C = DA H
cuando D es una matriz [d;;], v H cs un vector columna de dimension n
[li],, se obticne un vector columna C de dimensién m, cuya i-ésima compo-

nente cs:
n
¢ = /\ (d.,'j + hj) (85)
j=1

Y la componente ¢;; del producto minimo entre un vector columna D
de dimensién m por un vector fila H de dimensién n cs:

1
Cij = /\ (dik + haj) = (dir + hyy) = (di + h;) (8-6)
k=1

Las cxpresiones antcriores contienen a los operadores médximo \/ y min-
imo A, los cuales estdn itimamente ligados con los conceptos de las dos
opcraciones basicas de la morfologia matemdtica: dilatacion y erosion, re-
spectivamente (Serra. 1992: Haralick, Sternberg. & Zhuang, 1987; Ritter,
Sussner & Diaz-de-Leon, 1998): de ahi ¢l nombre de memorias asociativas
mor foligicas.
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8.2.1. Memorias heteroasociativas max

Las memorias morfolégicas heteroasociativas max utilizan el producto
minimo para ambas fases: aprendizaje y recuperacién de patrones. Ademsés,
en la fase de aprendizaje juega un papel relevante el operador mdzimo; de

ahf el nombre de memorias max.

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:

1. Aplicando la expresién 8.6, para cada una de las p asociaciones (x¥,y#)
se encuentra la matriz y* A (—x*)' de dimensiones m x n, donde

(—X.“)‘ = (""Il]" "'mg: sesy —lﬁ):

y;ls
y* A (—xH)t = yé A (-, —ob, ..., —ah)
Ym
([ W+ (==t g2 e B+ )
vz + (==1)] ¥s +(=75) vz + (==)]
P - [ (-] e+ ()
\ [y’r;+.(—m’1‘)l [y:;+(—x§-‘)] oy 4 (=2m)]
T e T e
(7 I R RN T N
et P R R
foah ok e ot e ddh )
\vh-al vh-of - Un-T 14
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2. Se aplica el operador mdzimo \/ a las p matrices para obtener la
memoria M.

M= \/ [v* A (—x*)] = [mij],xn (8.8)

p=1

de manera que la tj-ésima componente de la memoria M se expresa asf:

mis =/ (4 ) (89)

p=1

La fase de recuperacion consiste en realizar el producto minimo A de
la memoria M con un patrén de entrada x“, donde w € {1,2,...,p}, para
obtener un vector columna y de dimensién m:

y=MAx* . (8.10)
De acuerdo con la expresién 8.5, la i-ésima componente del vector y es:

n

Vi = /\ (my; + ) (8.11)

Ejemplo.-

Este ejemplo es meramente ilustrativo de los tipos de operaciones que
se llevan a cabo en la generacién y operacién de las memorias asociativas
morfolégicas max; no se intenta mostrar, de ningin modo, sus bondades y
ventajas, las cuales se trataran detalladamente en un Informe Técnico de
esta misma serie Verde, cuyo tftulo es: ” Memorias Asociativas: Clésicas vs.

Morfolégicas”.

Se usardn tres parejas de patronescon p=3,n=5y m=3.
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1
yi=} 0 |;x2=
0

b

—

I
O O
—O O = e

<

o

Il

0~
o - o
S—_——

1

O O

Para llevar a cabo el primer paso de la fase de aprendizaje, se encuentra
la matriz y# A (—x*)' de dimensiones 3 x 5 para cada una de las parejas del
conjunto fundamental (expresién 8.7).

, 1-1 1-0 1-1 1-0 1-1 01 0
y'A(x!)' =| 0-1 0-0 0-1 0-0 0-1 |=( -1 0 -1
0-0 0-0

0-1 0-1

0-0 0-1 -1 -1 0 0 -1
1-0 1-1 | = 0 0 1 0
0-0

(== I =N
|
e

p—t

0-1 0-1 0-1 -1 -1 00 -1

, (0-10-00-10-10-0 -1 0 -1 -10
a3 '=|0-1 0-00-10-10-0]=|-10-1-10
] =

, [0-10-10-0
y2A(x?)' =] 1-1 1-1 1-0
0-0

o OO

1-1 1-11-11-0 01 0 01

El segundo paso de la fase de aprendizaje consiste en aplicar el operador
méximo a las tres matrices (expresion 8.3).

01010 -1 -1 00 -1
M={-10-10-1]y[0 011 0
-10 -10 -1 -1 -1 0 0 -1

-10-1-10
V(—l 0 -1 -1 0

0 1.0 0 1

OV (=1)V(-1) 1v(-1)v0 0vOov(-1) 1vOov(-1) O0v(-1)VvO
=((~1)v0v(—1) ovovo (-1)viv(-1) oviv(=1) (-1)vOvoO

(-1)v(-1)v0 ov(-1)vl (-1)vOovoO ovovo (-1)v(-1)v

La memoria M queda asf:
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01010
M=[{00110
01001

Para la fase de recuperacién de patrones, se realiza el producto mfnimo
entre la memoria M y cada uno de los tres patrones de entrada del conjunto

fundamental (expresiones 8.10 y 8.11).

010
110])]A
0 01

O+1)A1+0)A(0+1)A(1+0)A(0+1) 1
= ( O0+1)A0+0)A(1+1)A(1+0)A(0+1) ) = ( 0 ) =y!
(O+1)AQ+0)A0+1)A(0+0)A(1+1) 0

/\5:1 (ma; +21-)
= ( /\'_.:1(777J2j+$; )

Nj=1 (ma,' + 1,;)

oo
O

y=MAx!= (

O O

AS_ (myj + 23)
g 3
= A3_p(moj + :55)
0 Ni=1 (m3; + 55_7‘)

—O QO e

01010
y=MAx*=[00110|A
1001

(O+1D)AO+1)A(Q+0)A(1+0)A(0+1) 1
(O+1)AQ+1)A(0+0)A(0+0)A(1+1) 0

1010
0110])A
1 001

( O+1DAA+0)A0+1)A(1+1)A(0+0) ) ( 0 )

( O+DAQ+1)A0+0)A(1+0)A(0+1) ) (0) 2

3

A, (maj + z3)
= ( A-=1(m2j+.z'?? )

O oo

y=MAx3=(

(= =

(0+1)A(0+0)A(1+1)A(1+1)A(0+0) 0 | =y
(0+1)A(1+0)A(0+1)A(0+1)A(1+0) 1

Como se menciona en las referencias, la pregunta obvia a plantear es:
icudles son las condiciones necesarias y suficientes para asegurar respuesta
perfecta en una memoria morfolégica mnax?. Para ser m4ds especfficos, ;jpara
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qué parcs de vectores {(x’f’y“) | #=1,2,....p} podrs la memoria asociati-
va descrita por las expresiones 8.7, 8.8, 8.9, 8.10 y 8.11 proporcionar una
salida perfecta?. La respucsta a esta interrogante se da en el tecorema 1 y su
correspondicnte corolario 1.1 de (Ritter, Diaz-de-Leon & Sussncr, 1999):

Teorema 1: MA X" =y* para todo w = 1....,p si y s6lo si para cada
indice de fila 7 = 1,....m cxisten indices de columna J§ € {1,....n} talcs que
mije = i = I-J“‘J'.’" para todow =1,.... p.

Corolario 1.1: M A x* = y* para todow = 1,..., psi y sélo si para cada

indicc de fila i = 1....my cada 5 € {1....,p} cxisten indices de columna
i€ {1,....n} tales que

Con cstos dos resultados sc garantizan las condiciones formales para
la recupceracién perfecta cn ¢l caso de patrones del conjunto fundamental.
En la figura 1 sc presenta la respucsta perfecta de una memoria morfoldgica
heteroasociativa max al presentdrscle como entradas los patrones superiores.
cn donde cl conjunto fundamental tenfa como salidas los patrones inferiores.

O b e d¥ ¥
bbb b
ABEDXR

Figura 1
Es importante hacer notar la considerable mcjora en la capacidad de
almaccnamicnto de las memorias morfolégicas heteroasociativas max con
respecto a las memorias clisicas, asi como ¢l hecho de que la memoria mor-

folégica no requiere convergencia; es decir. es capaz de responder cn forma
Perfecta en un solo paso.

La segunda pregunta de interés con respecto al desempeno de una memo-
ra asociativa cs: jqué cantidad. y qué tipo de ruido sc pucde permitir como
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distorsion para los patroncs dec entrada sin sacrificar la respuesta (salid
pf:rfcctax'?. Para cl caso de las memorias clasicas, es un hecho que aup c.(il)
distorsién cn la entrada, no cs plausible csperar una respuesta perfecta, P;u.l.l
las n?cmorias morfoldgicas hetcroasociativas max. en cambio, cs pcrmisiblz
la existencia de ruidos sin perder la propiedad de respucsta perfecta. La for.
ma del ruido permisible esta dada por cl tecorcma 5 de la misma referenciy
(Ritter. Diaz-de-Leon & Sussncr, 1999):

Teorema 5: Paray = 1.....psca X una versién distorsionada del patrey
x?. Entonces M A XY =y” si y solo si sec cumple que:

m
D2l A\ | A\l -u+ail| Vi=1l..n
i=1 \s#7

y para cada fndice renglén i € {1,...,m} existe un fndice columna j;
{1,...,n} tal que:

7= A [ A 7 - v +55)

£¥1

La figura 2 ilustra la rccuperacién perfecta de patroncs altcrados con
20% de ruido aditivo, por una mcmoria morfolégica hetcroasociativa maz.
Como cs posible apreciar, cstas memorias son bastante robustas al ruido

2 &

!

A B

3.t
Figura 2

.
.
.

7

.
¥
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8.2.2. Memorias heteroasociativas min

Las memorias morfolégicas heteroasociativas min utilizan el producto
mézimo para ambas fases: aprendizaje y recuperacion de patrones. Ademis,

en la fase de aprendizaje juega un papel relevante el operador minimo; de
ahf el nombre de memorias min.

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:

1. Aplicando la expresién 8.3, para cada una de las p asociaciones (x*, y*)
se encuentra la matriz y* ¢ (—x“‘)t de dimensiones m x n, donde
(—x")‘ = (—:Hl‘r _3’2‘1 eeey _r:‘l):
ﬁ
y* 7 (—x#)' = 2 v (-2, -2k, ..., —zh)
. |
(W + (==t e+ (2] o W)
[y + (== L!fz‘ +(-=5)] [v2 + (—zh)]
o : B :
PO = pppeat)l o ] o b
\ W+ ()] [+ (=] - W+ (-am)
-z -1 " -z ¥ —n
(2 e Bl e - -
Yy (<) = y:‘i,y; yfizg : y{‘— A o — o
; » __ ) _ . m-—::ﬁ
\dhoat shost o dho o )
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2. Se aplica el operador minimo A a las p matrices para obtener la memo-
ria W.

p
W= A [v* v (—x*)'] = [wis]nxn (8.13)

p=1

de manera que la ij-ésima componente de la memoria W se expresa asf:

La fase de recuperacién consiste en realizar el producto médximo 7
de la memoria W con un patrén de entrada x¥, donde w € {1, 2, ..., p}, para
obtener un vector columna y de dimensién m:

y=Wyx¥ | (8.15)
La i-ésiina componente del vector y, deacuerdo con la expresién 8.2 es:

vi = \/ (wis +2) (8.16)

J=1

La referencia (Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999) también propor-
ciona respuestas a las dos preguntas:

- jcudles son las condiciones necesarias y suficientes para asegurar re-
spucsta perfecta en una memoria morfolégica heteroasociativa min?

+ ;para qué pares de vectores {(x*,y*) | u = 1,2, ..., p} podré la memoria
asociativa descrita por las expresiones 8.12, 8.13, 8.14, 8.15 y 8.16 propor-
cionar una salida perfecta?

Las respuestas se encuentran en el teorema 2 y su correspondiente coro-
lario 2.1:
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- : Wy x“=y* p: o )
TCOI'CTDa’z WiK= para todo w = 1,....p si y s6lo si para cada
andice de fila i = 1,...,m existen indices de columna j¢ ¢ {1
1 1 .

i .1} tales
— L% para todow =1,....p. } tales que

wizy = W

. . -
Corolario 2.1: W 7 x“= y“ para todow = 1, -+, P 81 ¥ s0lo si para cada

indicc de fila i =1....mycaday € {l...,p} existen indices de columna
gL € {1, ....n} tales que
!

Las memorias morfolégicas heteroasociativas min muestran experimen-
talmente un comportamicnto similar al de las memorias morfoldgicas het-
croasociativas max, cuando sc dischan y sc operan en conjuntos fundamen-
tales sin ruido; los experimentos son andlogos al mostrado en la figura 1.
con patroncs del mismo tipo y tamano.

Sin embargo, las memorias morfolégicas heteroasociativas min responden
al ruido de una mancra totalmente diferente a como lo hacen las memorias
morfolégicas hctcroasociativas max, como sc desprende del tcorema 6 de
(Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999), cl cual cs la respucsta a la interro-
gante ¢qué cantidad. y qué tipo dc ruido se pucde permitir como distorsién
para los patrones de entrada en una memoria asociativa morfoldgica W sin
sacrificar la respucsta perfecta?.

Teorema 6: Paraq = 1....,p sca X¥ una version distorsionada del patrén
x7. Entonces W 7 X¥ = y” si y s6lo si se cumple que:

m
B <alvA LV o+l ) Vi=1on

i=1 \s=#vy

y para cada indice renglén 2 € {1, ....m} cxiste un indice columna j; €
{1...,n} tal que:

e
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La contraparte dc la figura 2 cs la figura 3. donde sc ilustra la respy
ta de las memorias asociativas morfolégicas W ante patrones de Cmr-le:.
altcrados con 20% dc ruido sustractivo. A diferencia de las meinorias ;;:d
ciativas morfolGgicas tipo M, las memorias asociativas morfolégicas miy, g(f:
robustas a ruido sustractivo: en cso difieren principalmente. o

0o oo ¥
[ re

L ¥ r

| ! l |

A B D X

Figura 3

Similarmentc a como lo hacen las memorias asociativas morfolégicas tipo
M. las memorias asociativas morfoldgicas tipo W son capacces de respon-
der cn forma perfecta cn un solo paso, lo cual significa que no requiere
convergencid.

8.3. Memorias Morfolégicas Autoasociativas.

Hay dos tipos dec memorias asociativas morfoldgicas: las memorias max.
simbolizadas con M. y las memorias min. las cuales sc simbolizan con W;
en cada uno de los dos tipos, las memorias pucden funcionar en ambos
modos licteroasociativo y autoasociativo. Notese, de entrada, csta ventaja
que poscen las memorias asociativas morfol6gicas respecto de la memoria
Hopficld, la cual se disciié para funcionar sélo como mcmoria autoasociativa.

El conjunto fundamental serd {(x*,y*) | p =1.2....,p} con

J4 gt

:LI f}l
,l
x Y
2 (7}
xt=| " |leAr yy'=| T |eaA™
1 ]
I:’l. yin

Las expresionces anteriores son iitiles para ambos modos dc operacion de
las memorias morfolégicas: heteroasociativo y autoasociativo. Dado que b
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cste MEMCro s¢ describirdn las memorias morfolodgicas autoasociativas cl
conjunto fundamental estard constituido por parcjas de patrones de entrada
y salida idénticos: ¢l conjunto fundamental scr4 {x",x") | p=1,2,..,p}
) 02,

con

xt = ) c A"

Las cxpresiones 8.1. 8.2, 8.3, 8.4. 8.5 v 8.6 sc adaptarin considerando
csta particularidad de las memorias autoasociativas, al igual como se hizo
con la memoria asociativa Hopficld la cual. por su propia naturaleza. ticne
la fucrte restriceion de que sdlo actia en modo autoasociativo.

8.3.1. Memorias autoasociativas max

Las memorias morfoldgicas autoasociativas max utilizan el producto minimo
para ambas fascs: aprendizaje ¥ recuperacion de patrones. Ademds, en la
fasc de aprendizaje jucga un papel relevante cl operador mdzimo: de ahi cl
pombre dec memorias max.

La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:

. . . {1 . L 1]
1. Aplicando la cxpresién 8.6, para cada una de las p asociaciones (x"*,x")
sc cncuentra la matriz x* A (—x*)" de dimensiones n X n. donde
{ t [} 5 "
(_x“) p— (——J,Jl. —.'LJ?..--.,_ n).

) A (-x)t = | 7| A(=al, - —2h)
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XM A(=x")t =

([.r + (—af)
[ + (—2) )]

’:r."l' + (—'-LJJ')
fxg + (—'T_’:)J

.l:f + (—-2:_',-')

[} + (==

U oy (—xh)] :,.+( aJ‘) [zh +( —a)|
I R o e
zh — ) 0 oo Th— T -z}
Xﬂ A (-—x")t = J"f' '._ J,Jl, 1‘“ _:- 12‘ v O - x:l’ — Iﬂ
p_ {:;,_.;P e bl e 0o )
\ - k- ’ (8.17)

2. Sc aplica cl opcrador maximno \ a las p matrices para obtcner la

memoria M.

/ A (—x") —[m] (8.18)
M= V X ( X inxn

n=1

de mancra que la ij-¢ésima componentc de la mcmoria M sc expresa asl:

(8.19)

mi; = V (J:" ')

n=l1

La fase de Tecuperacién consiste en realizar ¢l producto minimo A de
la memoria M con un patrén de entrada x¥, donde w € {1.2,. , P}, para
obtener un vector columna x de dimension n:
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x=MAx* (8.20)

.

De acucrdo con la expresion 8.5, la #-ésima componente del vector x es:

n

vi= M\ (i +25) (8.21)
ij=1

En la descripeioén de las memorias morfol6gicas heteroasociativas (mimero
anterior de csta colcecién) se planted una pregunta jcudles son las condi-
cioncs neeesarias y suficicntes para ascgurar respucsta perfecta en una memo-
ria morfolégica max?. Para ser més cspecificos. jpara qué pares de vectores
{(x".y") | u=1.2, ...,P} podrd una memoria morfolégica heteroasociativa
proporcionar una salida perfecta?. Como se menciond, la respucsta a csta
interrogante sc da cn cl tcorema 1 de (Ritter. Diaz-de-Leon & Sussner. 1999):

Tecorema 1: M A x* = y* para todo w = 1,...,p si v s6lo si para cada
indice de fila i = 1,...,m cxisten indices de columna j§ € {1....,n} tales que
mije =Y — :1"31..- para todo w = 1....,p.

Al obscrvar la matriz 8.17 dc la fasc de aprendizaje para las memorias
morfolégicas autoasociativas, vemos que los clementos de la diagonal prin-
. cipal son ceros, cs decir, para cada fndice de columna 4 cexiste el indice de

fila ¢ para cl cual my; =ua; —z; =0

Lo anterior garantiza que para las memorias morfoldgicas autoasociativas
sicmpre se¢ cumplen las condiciones del teorema, por lo que cstas memorias
poscen una fascinante propiedad adicional respecto de las heteroasociativas:
ticnen capacidad mdxima de aprendizaje (cuando sc permite que los valores
de los patronces scan nimeros reales, la capacidad cs infinita), scgiin mucestra
el tcorema 4a de (Ritter. Sussner & Diaz-de-Leon, 1998):

Tecorema 4a: M A x* = x¥ para todow = 1....,p.

Los autores usaron un conjunto fundamental formado por los doce pa-
trones de la figura 1 para crear una memoria Hopficld y una memoria mor-
folégica max autoasociativa; ésta iiltima recuperé en forma perfecta todos
los patroncs del conjunto fundamental.
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Figura 8.1: Figura 2

0 bedx:¢f¥
ABEDXR

Figura 1

Por otro lado. cuando sc lc presenté cualquicra de los patrones de entrada
del conjunto fundamental a memoria Hopficld, ésta arrojé como salida cl

patrén de la figura 2:

Como succede con las memorias morfolégicas heteroasociativas max, €S
importante hacer notar la considerable mcjora en la capacidad de alimace-
namiento de las memorias morfoldgicas autoasociativas max con respecto a
las memorias cldsicas. asf como cl hecho de que la memoria morfolégica no
requiere convergencia; s decir, cs capaz de responder en forma perfecta en
un solo paso.

8.3.2. Memorias autoasociativas min

Las memorias morfolégicas autoasociativas min utilizan ¢l producto rna—
xemo para ambas fascs: aprendizaje y rceuperacién de patroncs. Ademas,
cn la fasc de aprendizaje jucga un papel relevante ol operador minimno: de
ahi ¢l nombre de memorias min.

La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:
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1.

Aplicando la expresién 8.3, para cada una de las p asociaciones (xH, x")
se encuentra la matriz x* 7 (—x*)" de dimensiones n x n, donde

()t = (=t~ —h):

2
zh
g () =| 7 | vt - —at)
Th
([ + () o+ ()] Lok ()
R R R R R D)
m _Ft= . E : ) .
VO e o ] o B e
\ BA+ (e [ (a)] e R+ (-a)
AR T AR AR S A
F-f 0 o s o of-ah
VO o g 0 e
\ -t oh-oh - - 0
(8.22)

Se aplica el operador minimo /\ a las p matrices para obtener 1a memo-
ria W.

4
W= A [ v ()] = [ijlaxn (8.23)
p=1

de manera que la ij-ésima componente de la memoria W se expresa asf:
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wy = A (=t - %) (8.24)

La fase de recuperacion consiste en realizar el producto méximo 7 de
la memoria W con un patrén de entrada x“, donde w € {1,2,...,p}, para
obtener un vector columna x de dimensién n:

x=Wy x¥ (8.25)

De acuerdo con la expresién 8.2, la i-ésima componente del vector x es:

zi = [\ (wij +z%) (8.26)

i=1

Similarmente a como lo hacen las memorias asociativas morfolégicas tipo
M, las memorias asociativas morfol6gicas tipo W son capaces de respon-
der en forma perfecta en un solo paso, lo cual significa que no requiere

convergencia.

Estas memorias poseen una fascinante propiedad adicional respecto de
las heteroasociativas: tienen capacidad mdxima de aprendizaje (cuando se
permite que los valores de los patrones sean mimeros reales, la capacidad es
infinita), seguin muestra el teorema 4b de (Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon,

1998):
Teorema 4b: W 7 x*¥ = x“ para todow =1,...,p.

El comportamiento de las memorias autoasociativas morfolégicas tipo w
es igual al ilustrado en las figuras 1 y 2 para las memorias autoasociativas
tipo M; se us6é el mismo conjunto fundamental de la figura 1 para crear
y operar una memoria autoasociativa min, la cual respondi6 de manera
perfecta al conjunto de entrada completo.
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8.4. Consideraciones finales del capitulo.

Los problemas abicrtos rclacionados con las memorias asociativas mor-
folégicas constituycn una rica veta de investigacién, donde los cientificos
mexicanos pucden incursionar. con grandes probabilidades de obtener resul-
tados intcresantes para la comunidad internacional que cultiva cstos temas.

Actualmente los autores de este modclo de memorias asociativas siguen
investigando cn éste y en otros temas. El Dr. Gerhard X Ritter cs investi-
gador dc la University of Florida at Gainesville. micntras que ¢l Dr. Juan
Luis Diaz dc Leén Santiago. coautor de csta obra, es cl Dircctor del Centro
de Investigacién cn Computacién dcl Instituto Politécnico Nacional
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Capit ulo 9

Memorias Asociativas of3

En cste capitulo se proponc un nucvo modclo de memorias asociativas,

Las herramientas matemdticas del nuevo modclo incluyen dos opcra-
cioncs binarias inventadas cx profeso. cuyos operadores fucron bautizados
arbitrariamentc con las dos primcras grafias del alfabeto gricgo: a y /3.

Las nucvas memorias asociativas afl son de dos tipos v cada uno de
cllos puede operar en dos modos diferentes. La operacién a es itil en la
fasc de aprendizaje, micntras que la operacién 8 da sustento a la fase de
recuperacién de patrones.

Las propicdades algebraicas de las operaciones a y 8 permiten que las
nucvas memorias a3 exhiban caracteristicas similares a las que son inher-
cntes a las memorias asociativas morfoldgicas binarias. en cuanto a capaci-
dades de aprendizaje v almacenamicento, tipos y cantidades de ruido a que
son robustas, y condicioncs suficientes para respucsta perfecta; adicional-
mente, cs preciso enfatizar que la densidad aritmética de las nucvas memo-
rias asociativas cs menor que la correspondicnte a las memorias asociativas
morfolégicas.

La razén para tomar como referencia a las memorias asociativas mor-
folégicas para la creacién de las memorias a3, consiste en que los autores de
las primcras han mostrado que cstas memorias supcran ch varios aspcctos
alos modclos conocidos de memorias asociativas hasta los inicios del tercer
milenjo.

En cste capitulo sc demucstra de mancra tedrica que las nucvas memo-
Nas, cn ambos modos de opcracion, pucden soportar cantidades impresio-

101
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nantes de ruido. aditivo o sustractivo, para cntregar salidas perfectas e |,
fase de recupceracion de patroncs.

9.1. Herramientas Matematicas

Esta scccién consta de tres partes. En la primera s¢ presentan las dog
opcraciones binarias originales a y 3, las cuales sirven de base para construir
cuatro opcraciones matriciales. que son presentadas en la segunda parte;
finalinente, cn la tercera parte se enfatiza ¢l papel que jucgan las relaciones
de orden en cste trabajo, al definir los diferentes tipos de ruido que pueden
alterar un patrén binario dado.

9.1.1. Operaciones Binarias o y 3

Los conjuntos A y B sc definen asi:
A={0,1} 'y B=/{0,1,2}

La operacién binaria a : A x A — B cstd dcefinida en la siguiente tabla:

z|y|a(zy)
0Jo] 1
of[1] o0
1[o] 2
1[1] 1

La operacién binaria a cxhibe algunas propicdades algebraicas, expucs-
tas a continuacién. donde \/ ¢s ¢l opcrador mdzimo y \ cs cl operador
minimo:

La operacién binaria 8: B x A — 4 cstd dcfinida cn la siguicnte tabla:
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Blx,y)
0

NN =~ Oolo|R
=|QoI=o|~ow

Ll Rl Rl E=—1 K~}

Propiedades algebraicas de la operacién binaria g:

B(l,z) ==z

B(z,z) =z Vz € A

(z <) — [B(z.2) < By, 2)]

(z < y) — [3(2,2) < Blz.y)]
Bl(zVy).2| =B(z,2) V3 (y.2)
Bl(zAy).z] = B(z,2) AB(y.2)
Blz,(yV =) =B8(z,y) VB(z,2)
Blz,(yAz)] = B(z,y) AB(z,2)

Propiedades de la aplicacién combinada de ambas operaciones o y f:

5[a($ y),yl=2
Blofz,y),z| =z
) (.‘.L‘,.’E),y =Yy

Lo anterior significa que 8 es la inversa de a por la derecha y por la
izquierda.

Los conjuntos A y B, las operaciones a y 8 junto con los operadores A
(minimo) y \/ (méximo) usuales, conforman cl sistema algebraico (4, B, a, BN V)
en el que estdn inmersas las nuevas memorias asociativas af.

9.1.2. Operaciones Matriciales U,, M, Ys y Mz
Se definen las siguientes cuatro operaciones entre matrices:

o

1. Operacién amaz: Puaxr Yo Qrxn = [ i . donde

]ﬂ'lKﬂ

r

f5= V a(pik, G;j)

k=1
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d Qperncion 3maz: Proxr Us Qrxn = [ffj] , donde

= mxn

f,f = V B(pix» Gk j)
k=1

, donde

mxn

3. Operacion amin: Poxr Mg Qrxn = [hg]

r

w5 = N a(pix, i)

k=1

4. Operacién Bmin: Prxr M3 Qrxn = [hfi] , donde

mxn
he; = /\ B(pix, gk ;)
k=1

k es un entero positivo que puede tomar valores entre 1 y r inclusive.

Obsérvese la dualidad entre los pares de operaciones U, y M, por un
lado, y entre Wg y Mz por el otro.

Restricciones:

= Ninguna de las cuatro operaciones esta definida si 33, k tales que gkj =
‘)

-

= Las operaciones W, y M, no estdn definidas si 3i, 7, k tales que pix = 2
o grj = 2.

Estas restricciones aparentan ser causa de potenciales problemas que
podrian aparecer al usar las operaciones anteriores; sin embargo, las nuevas
memorias asociativas estdn disenadas de modo que nunca ocurra algiin caso
prohibido.

Lema 1. Sean x € A", y € A™; entonces y U, xt cs una matriz de
dimensiones m x n, y ademas se cumple que: y U, x! = y M x*.

El sfmbolo X representari a las dos operaciones W, y M, cuando se opere
un vector columna de dimensién m con un vector fila de dimensién n:

YU x* =yBx'=ym, xt
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La ij-Csima componente de la matriz y & x! csta dada por:
[y 8], = a(yi-z;)
ij 1=

Es dccir, la ¢j-ésima componente de la matriz y* B (%) sc expresa de
la siguicnte mancra:

y" & (x")],; = o, =)

Lema 2. Scan x € A" y P una matriz de dimensiones m % n. La op-
cracion P, «, Uz x da como resultado un vector columna de dimensién
™m, cuya i-¢sima componente tienc la si- guicnte forma: (Pyxn Usx), =

V_-';=1 B(pij.x;)

Lema 3. Scan x € A™ y P una matriz dc dimensiones m x n. La op-
cracion P,,xn, M3 X da como resultado un vector columna de dimensién
m. cuya i-ésima componente ticne la si- guiente forma: (Ppxn Mz Xx), =

n .

j=13(pij,xj)

9.1.3. Relaciones de Orden y Tipos de Ruido

La rclacién de orden usual tienc importancia central al definir operativa-
mente los tipos de ruido que es posible encontrar en los patrones de entrada,
¥ cn cl papel que jucgan los operadores \/ y/A\ en la generacion y operacion
de las memorias a/3.

A continuacién sc enuncian algunos conceptos respecto dec la relacion
dc orden entre matrices, considerando a los vectores columna como casos
particulares (Moore, 1968; Roscn, 1995). Las componcntes de matrices y
vectores serdn clementos de uno de los conjuntos A o B.

El mdximo de dos matrices P v Q cs otra matriz M que sc representa
por M = P\/Q, y cuya ij-¢sima entrada sc define como mi; = pij V ;-

El minimo de dos matrices P v Q cs otra matriz N quc sc representa
por N = P AQ, y cuva ij-¢sima cntrada sc dcfine como n;; = pij N\ Gij-

La notacién P < Q indica que la matriz P ¢s menor o igual que la matri
Q. v csto se cumple si y s6lo si pij < ¢ij» Vivj.
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P < Q indica que la matriz P es estrictamente menor que la matriz Q.
y csto sc¢ cumple si v s0lo si pij < qij. ViVj y 3ip, jo tales que pigj, < Giojo-

Las anteriores consideraciones ticnen relevancia cn ¢l contexto de este
trabajo, al considerar los diferentes tipos de ruido que pueden distorsionar
un patrén de entrada dado.

Sean dos vectores columna x' € A" v x2 € A"; sc dice que x! cs menor
o igual a x2 si v solo si cada una dec las componentes del vector x! es mcenor
o igual a la corrcspon- diente componente cn ¢l vector x2. Esto sc expresa

asi:
x! <x? ezl <a?vie {1,2...,n}

Scan dos vectores columma x! € A" y x2 € A”: se dice que x! es menor

a x2 si y solo si: cada una de las componcntes del vector x! ¢s menor o

ignal a la corrcspondicn- tc componcntc cn cl vector x2, y existe al mcenos

un valor ig € {1.2....,n} para cl cual sc cumple la desigualdad estricta.
Simbolicamente, csto sc expresa asi:

12 [ z! <z?Vie{l.2...,n} ]

x! <x - 3
y 3ip € {1,2,....n} tal que 2} <z}

Para ¢l caso de dos vectores columna y! y y? que pertenceen al conjunto
A™ las definiciones antceriores siguen sicndo vilidas:

y'<y® ‘—’yj < y;; Vje{l.2.....,m}

[ y} <yiVje{1,2..,m} ]

1
¥ Fjo € {1,2....,m} tal que yj, < yJ?.U

Yy <y2+—+

Ahora. sca x € A" un patrén fundamental de entrada para una meimoria
asociativa a3. El patrén x pucde ser alterado. para dar lugar a un vector X.
por tres tipos de ruido:

1. Ruido aditivo, si x < X. Esto significa que todos los posibles cambios
en los valores de las coordenadas de x para obtener X consisten cn
colocar un valor 1 donde habia un valor 0; es decir. la tinica posibilidad
de cambio cn las coordenadas de x sc traduce en: 3 ¢ € {1.2, ey T}
para cl que z; = 0 y Z; = 1, pero no existe j € {1,2,....n} para cl que
zj =1y Z; =0. Ademds: x < X — a; < T, Vi € {1,2,....n}
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2. Ruido sustractivo, si x > X. Esto significa que todos los posibles cam-
bios cn los valores de las coordenadas de x para obtener X consisten en
colocar un valor 0 donde habfa un valor 1; cs decir, la nica posibilidad
dc cambio cn las coordenadas de x se traducc en: 37 € {1.2...,n}
para cl que z; = 1y z; = 0. pero no existe j € {1,2, sosg M) pa;:a cl :1ue
x; =0y Zj =1 Ademés: x > X — ; > T;, Vi € {1,2, sy}

3. Ruido combinado o mezclado. si ¢l ruido cs una mezela de aditivo con
sustractivo. En cste caso no cs posible establecer un orden entre ol

patrén limpio y ¢l ruidoso, dado que los valores podrén scr cambiados
alcatoriamente. sin respetar necesariamente las reglas de los items 1 y
2

Si el ruido cs de 0%. ¢s claro que x = X

9.2. El modelo de las Memorias Asociativas af3

En csta scccidén sc presenta la obtencion, justificacién tedrica v uso de las
nucvas memorias asociativas basadas cn las opcraciones binarias originales

ay B.
9.2.1. Memorias Heteroasociativas a3

Sc proponen dos tipos de memorias heteroasociativas a3: tipo 'V y tipo
A: se desarrollardn sélo las de tipo V ya que las propicdades de las memorias
tipo A sc obticnen por dualidad.

Sc usar4 cl operador & cl cual ticne la siguicnte forma. para los fndices
pe{1,2,..p}, i€ {l.2,..,m}.yj€{l.2..,n}

" B (x)]; = s 25)

Fase de aprendizaje.

PASO 1 Para cada g = 1,2, ..., p. a partir de la parcja (x,y") sc construyc
la matriz
[y" B () b



108 CAPITULQ 9. MEMORIAS ASOCIATIVAS a3

PASO 2 Sc aplica ¢l opcrador binario mdximo \/ a las matrices obtenidas

cn cl paso 1:
P
V=\ [y&x"] (9.2)
=1
La cntrada ij-ésima cstd dada por la siguicnte expresion:
P

vij = \[ al, =) (9-3)

=]

Es posiblc obscrvar que vi; € B. Vi€ {1.2....,m}. Vj € {1.2.....n}
|

Fase de recuperacion.

CASO 1: Patrén fundamental Scpresenta un patrén x¥, conw € {1,2, ..., rh
a la memoria hetcroasociativa af tipo V v sc realiza la opcracién mga:

V mgy x*¥ (9'4)
Dado que las dimensiones de la matriz V son e x n y x* ¢s un vector

columna de dimensién n. el resultado de la operacién anterior debe ser
un vector columna de dimension 7n, cuya i-ésima componentc es:

(V mg3 X"")i = /\ ,’3(1/,-1,:1'_‘;') (95)
i=1
n p
(Vagx“), = ABS |\ a2, a (9.6)
J=1 n=1

CASO 2: Patrén alterado Sc presenta un patrén binario x (patrén alter-
a(.lo dc‘algun patrén fundamental x“) que es un vector columna dec
dimension n, a la memoria heteroasociativa a3 tipo V y sc realiza la
opcracion Mg : i

Vg x (9.7)
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El resultado de la operacion anterior ¢s un vector columna de dimen-
sion m, cuya i-Csitna componente sc expresa de la siguiente manera:

(Vayx), = A B8(;.7)) (9-8)
j=1
n p

(Vagx), = ABS |V a2 .5 (9.9)
j=1 n=1

Lema 4. Sca {(x".y") | o =1,2.....p} cl conjunto fundamental de una
memoria heteroasociativa o3 representada por V. Si w es un valor arbitrario
de indice tal que w € {1,2....,p} entonces V Ay x¥ > y*.

Demostracién.- Sca ¢ € {1,2,....m} arbitraria. La 7-ésima componentc
del vector V Mg x* sc expresa asi:

(V @;3 Xw)‘- = /\ B(ij,l':;)

i=1
pcro
r
T L}
vij = V a(y!,x))
n=1

por cllo:

P

oty 2
1

(Vazx<), = \ 5B j
=1

p=
Por otro lado, por hipétesis w € {1.2,...,p}. y csto significa que:

P
V a(l.2f) = alyf, z5)
n=1

: . 3 . o cssban
Sc realiza la operacién binaria S. cligicndo los dos ll’ll()glbl((l)‘i d(;]0 o
. 1zquicr e rando dcrec

desigualdad como operandos izquicrdos, y 7; (:(.)mo opc ; °

ambos casos. Dado que 3 cs creciente por la izquicr da. sc ticne:

’ ; p W) s
B\ alyl . 2f)] -5 > 3 [o(yy . =) 25 ]

n=l1
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53

Al tomar ¢l minimo de ambos micmbros respecto del indice bE
n P n
] 1 (] e o .
N8BSV oWl z)] a5 0 2 A\ Blaly.z3).25)
j=1

p=1 7=1

Por transitividad dc la desigualdad anterior:

n
(Vmg; x“")'. > /\ 3 [G(!/?Ja xj):-"_f]

=1
Adcmas:
3 [a(y;":rj‘“):r]""] =y
csto cs:
n
(Vs x), 2 N\ o
j=1
Pero
n
Nve =v¥
Ji=1

porque ¥ no depende de j. es decir:
(V rm.;j xu:)j 2 y‘:;

Dado que 7 sc cscogié de mancra- arbitraria, sc pucde afirmar que la
cxpresién anterior cs valida para todos los valores de 2. cs decir:

(Vg x¥). > y? Vie{l.2...,m}

Por lo tanto:
Vmgx* > y“ Conclusién.

En virtud de que el valor w es arbitratrio dentro del conjunto de indices
para los patrones del conjunto fundamental. estc Lema deja en claro que la
desigualdad se cumple para todas las parcjas de patrones que son clementos
del conjunto fundamental, sin imponer condicion alguna.

[

Teorema 1. Sca {(x*,y*) | # = 1,2,....p} cl conjunto fundamental de
una memoria heteroasociativa a3 representada por V. Si w cs un valor de
indice arbitrario tal que w € {1,2,.... p}, y si ademds para cada i € {1...., m}
sc cumple que 3j = jo € {1.....n}. el cual depende de w y de 1, tal que
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_— oy, x Jn), cntonees la recuperacion Vg M3 X cs perfecta; s decir
Vg X’ =y o

ostracién.- Sca i 2
Dem € {1,2,...m} arbitraria. La i. ¢sima componente
del vector V My X* sc expresa asi:

n

(Vrm_ﬂx i /\ V,Jx

peLe al mismo ticmpo, al hacer j = jo. sc cumple la siguicnte desigualdad:

/\ Bvij.2¥) < B(vije, 2). ¥ por transitividad se llega a:
j=1

(V mg x“), < B(vijg. z “)
Adcmds, por hipétesis vij, = a(y, a %), es decir:

(Vg x), < B8 [al?,22),22 )
Adcmas. sc ticne
B oy 5). 25] =y
por lo que la desigualdad anterior queda asf:

(Vg x*), < 37

Dado que ¢ sc cscogio de mancra arbitraria, se pucde afirmar que la
cxpresion anterior cs vilida para todos los valores de i, por lo que:

(Vmgx¥), <y Vie({l,2...,m}
La cxpresién anterior se traduce en la siguiente designaldad vectorial:
Vo x <y*

Pero al cumplirse la hipétesis del Lema 4, se ticne la desigualdad cn cl
otro scntido

Vrfn_,gx“’zy"’

Por lo tanto, sc llega a la recuperacion perfecta dcl patrén y*:

Vi x =y” Conclusién.
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Teorema 2 (forma equivalente matricial del Teorema 1). s
para cada asociacién (x*.y*) dcl conjunto fundamental de una memori;,
heteroasociativa a3 V, sc cumple que cada fila de la matriz V — yv g (x<)!
conticne una cntrada ccro, entonces la memoria V recupera el conjunt de
patrones de salida fundamentales en forma perfecta.

Demostracion.- Dado que la tesis cs igual, cs suficiente encontrar un cnuy-
ciado que sca légicamente cquivalente a la hipotesis del Teorema 1.
Como w cs un valor de indice arbitrario tal que w € {1,2....,p}. la
hip6tesis sc pucde expresar asi:
Vw € {1.2....p} ycadaie {l....m},
Jjo € {1,...n} tal que vij, = a(yy, 5,)
Pero las siguicntes expresiones son vilidas:
alyf,2) = [y* B (x°)]
1% Jo _ ijo
Vijo = [Vl

por cllo, la expresion:
g o bl
Vijo = a(yi’ Zio

cs cquivalente a
— w i
Vlijo = [y B(x) ]ijo
quc a su vez s¢ puede transformar cn
’ L _
[v]ijo - [yd & (x¥) ]ijo =0
v finalmentc en la expresion

_ g wyt _
[V-y“®(x )]ijo—{)
Por lo anterior podemos obtener una expresién logicamente cquivalente
a la hipétesis del Teorcina:

Vw € {1,2,..,p} ycadaie€{1,..,m},
Jjo € {l...,n} tal que [V -~y“'IZI(X“")!]'.J.0 =0

La ultima cxpresién se pucde cnunciar del signiente modo cquivalente:
para todas las asociaciones del conjunto fundamental de la memoria het-
croasociativa a3 V, sc cumple que cada fila de la matriz V — y*“ K (X"')l
conticnic una centrada cero.
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Ha llcgado ¢l momento de atacar un problema trascendental cn el tecma
de las memorias asociativas: encontrar las condiciones suficientes para que
una memoria asociativa (en este caso para la memoria heteroasociativa o3
tipo V) recupere patrones de salida fundamentales a partir de patrones de
cntrada distorsionados con ruido, es decir. patrones de entrada no funda-
mentales. Dentro de esas condiciones suficientes debe incluirse la canticlad
y los tipos de ruido a los que la memoria ¢s inmune: aditivo o sustractivo.

Lema 5. Sca {(x'*.y*) | £ =1,2,....p} el conjunto fundamental de una
memoria heteroasociativa a3 representada por V. y sca X € A" un patrén
alterado que sc presenta a la memoria V como entrada. Si 3w € 1 R P

tal quec cs posible obtener ¢l patrén X altcrando ¢l patrén fundamental x*
con ruido aditivo, entonces V Mz X > yv.

Demostracion.- Sca i € {1,2....,m} arbitraria. La i-ésima componcntc
del vector V M3 X sc expresa asf:

(V@sx), = N B(vi; 1)) (9.10)
j=1

Por otro lado, por hipétesis X cs una alteracién con ruido aditivo del
patrén fundamental x*. vy sc ticne x¥< X ; es decir: X > x¥. lo cual implica
que

.-'l-:j > 1‘;. Vi€ {1.2....,1’1}

Sc realiza la opcracién binaria 3, cligicndo los dos micmbros de csta
desigualdad como operandos derechos. v a la ij-¢sima componcente v;; de V

como operando izquicrdo en ambos casos. Dado que 3 es creciente por la
derecha. se ticne:

N B 55) 2 N\ Bwijiz5)
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Pcro

n
/\ ﬁ(”ijax?) = (V @;3 xw),'
i=1

csto cs:
(Vmgs )-E),- > (V mg x“’)i

Adcmés, por Lema 4
(V mg x¥); >y

y por transitividad con la cxpresion anterior:
et (r7)
(V M3 X)‘. > Y,

Dado que i se cscogié de mancra arbitraria, se pucde afirmar que la
cxpresion anterior cs valida para todos los valores de 7, es decir:

(VMg X), >y Vie{1,2,...m}

Por lo tanto:
Vmgx=>y* Conclusién.

Tcorema 3. Sca {(x*,y") | # = 1,2,....p} cl conjunto fundamental de
una memoria heteroasociativa agd representada por V, y sca X € A" un
patrén alterado con ruido aditivo respecto de algiin patrén fundamental x*
con w € {1,2,....p}. Si sc presenta X a la memoria V como cntrada, y si
ademds para cada i € {1,....m} sc cumple la condicién de que 37 = Jo €
{1,....n}. ¢ cual depende de w y de i tal que vjj, < a(ye.Tj,), entonces la
recuperacion V Mg X es perfecta; es decir V mz x = y*“.

Demostracién.- Sca i € {1,2....,m} arbitraria. La i-¢ésima componentc
dcl vector V M3 X sc cxpresa asf:

(Vas x), = N\ 8(vij, 35)

J=1

pcro al mismo ticmpo, al hacer j = jg. se cumple la desigualdad:

n
N\ B(vi5.7;) < Bijo-Tio)
Jj=1
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y por transitividad sc llcga a:
(Vs %), < Bisn- Zjo) (9.11)

Por otro lado. por hipétesis v;;, < a(y?,%j,); se realiza la operacién
bhinaria B, cligicndo los dos micmbros de esta desigualdad como opcrandos
jzquicrdos, ¥ Tj, como opcrando derccho en ambos casos. Dado que A3 cs
creciente por la izquicrda (propicdad 33 de la Tabla 3.4), sc ticne:

B(vijo.Tj0) < B [O(?I;Jefjo):i:jo]
Por transitividad dc csta desigualdad con la expresion 9.11:
(Vs X); < Blayy Tjo). Tsp)
Adcmaés:
3 [a(yfsijo)’ijn] =y

¢sto cs:
(Vs x); <y’

Dado quc % se escogié de mancra arbitraria, sc puede afirmar que csta
cxpresion cs vdlida para todos los valores de i, por lo que:

(Vg x), <yy Vie({l.2...m}
Esta expresion se traduce en la siguiente desigualdad vectorial:
Vmgx <y“

Por lo tanto, aplicando ¢l Lema 5. sc llega a la recupceracion perfecta del
patrén y“.
Vagx =y Conclusién.

El Lema 5 v ol Teorema 3 indican que las memorias heteroasociativas
af tipo V ticnen cierta inmunidad al ruido aditivo, y cspecifican las condi-
ciones quc deben cumplirse para que la respucsta sca perfecta cn presencia
de ruido aditivo.

Serest]
Dc mmcdmto surge una interrogante: ;qué pasa con cl ruido sustractivo:.
Las m V son sensibles a ruido sustractivo; una pequena can-
cmorias a3 tipo V so
tidad de ruido sustractivo pucde tener cfectos no descados cn la opcracién
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de cste tipo de memorias, los cuales son caracterizados por ¢l Teorema sigy,.
icnte: |

Teorcma 4. Sca {(x*,y") | 4 = 1,2,....p} cl conjunto fundamental (¢
una memoria heteroasociativa a3 representada por V, y sca X € A"y,
patron alterado con ruido sustractivo respecto dc algiin patrén fundamentg)
x“ con w € {1.2....,p}. Al presentar X a la memoria V' como entrada se
cumple lo siguicnte: para cada jo € {1,....n} tal que 2% haya sido alter-
ado para obtener Zj,, si 3ip € {1....,m} para cl que vi;, = 1, entonces
(V myg ‘Xv)'.o =0.

Demostracién.- Sca X una version distorsionada con ruido sustractivo del
patrén fundamental x¥: es decir, x < x¥, lo cual implica que z; < :r;"
Vj € {1,2,...,n}. Dependicndo del porcentaje de ruido sustractivo con que
sc ha alterado x*, pucde haber mds de un valor de j, hasta cl mimero de bits
con valor 1 cn x¥, para los que s¢ cumple la desigualdad cstricta z; < zy.

Sca jg € {1....,n} un fndice para cl quc sc cumple la desigualdad cstricta:
Zjo < a%; es decir, debe cumplirse que € =0y 25 = 1. La expresion para
la componente 7 del vector recuperado cs:

n

(V m3 i)i = /\ ,‘3(1’63', :'Ej)
ij=1

Reescribamos la expresién anterior para tomar cn cucnta explicitamente
cl valor de jp:

el (Vij,ffj)] ;
(Vag ), = [B(Vijo: Tjo)] -
[/\?=jo+1 Bvij. 51’)]

Es decir:

(Vmg; i).‘ = /\ lﬁ(uijm O)I )

Nosor1 B, )]

jo=1 . 02
(N2 B 5)]

Por hipétesis, 3ip € {1,....m} para cl que Vigjo = 1. Ana- licemos cste
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caso critico:
n—1 ~
_ [ j:] (Uinj':rj)]' W
(v @,3 x)in = /\ [f‘j(”iojmo)]s
[A_?:jo-p 1 -"3(Uiuj H EJ )] )
[ 2 Bvies T . )
A [8(1,0)],

Nj=jo+1 BWiaj, :fj)] J

o

(Vmg i);o

Pero 3(1.0) = 0, por lo que la expresion anterior se transforma cn:

[ i 5(‘40:‘-51)] ;
(Vs i);n = /\ 0,
[A;=jo+l BVigj- T )]

Por lo tanto:

(Vmagx), =0

io

|

Nota importante: Sin cmbargo, dado cl jo del Teorema 4, si vij, # 1,
Vi € {1, ..., m}, entonces cl ruido sustractivo cn la componente Tj, no afecta
la posible recuperacion perfecta del patrén y“. Esto significa que la memorias
a3 tipo V son capaces de soportar ciertas cantidades de ruido sustractivo.

Las memorias heteroasociativas a3 tipo A sc desarrollan por dualidad,
particndo de los resultados obtenidos para las memorias heteroasociativas
a;3 tipo V. Para cllo. sc rcalizan los siguicntes cambios:

= Dondec haya un opcrador \/ colocar un A
» Dondec haya un opcrador A colocar un \/

= Usar cl opcrador Uy cn lugar del opcrador Mg

Micntras que las memorias heteroasociativas a3 tipo V tienen cicrta in-
municdad al ruido aditivo v son scnsitivas a ruido sustractivo. con las memo-
rias heteroasociativas a3 tipo A sucede precisamente lo contrario: son in-
muncs a cierta cantidad de ruido sustractivo, pcro sensitivas a ruido aditivo.
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Una pequena cantidad de ruido aditivo puede tener efectos no descados e
la operacion de este tipo de memorias a3; sin cmbargo. las memorias aj3
tipo A son capaccs de soportar cicrtas cantidades de ruido aditivo.

9.2.2. Memorias Autoasociativas a3

Si a una memoria heteroasociativa se le impone la condicion de que
y* = x" Vu € {1,2,....p}. entonces deja de ser heteroasociativa y ahora se

le denomina memnoria autoasociativa.

A continuacién sc cnlistan algunas caracteristicas dc las memorias au-

toasociativas a;3:
1. El conjunto fundamental toma la forma {(x",x") | p=12,..p}

Los patrones fundamentales de entrada y de salida son de la misma
dimension; denotéinosla por .

%)

3. La memoria cs una matriz cuadrada. para ambos tipos. VyA S
] n — — —_— 5
x"" € A", entonces V = [Vij], 0w ¥ A = [Nij)uxn

Al igual como sc hizo para las memorias heteroasociativas. sc desarrol-
lardn sélo las memorias autoasociativas a3 de tipo V. ya que las propicdades
de las memorias tipo A sc obticnen por dualidad. ‘

Fase de aprendizaje.

PASO 1 Paracada g = 1,2,...,p. a partir de la parcja (x",x!") sc construyc
la matriz

[x" R (x")'] (9.12)

nxn

PASO 2 Sc aplica ¢l operador binario mdzimo \/ a las matriccs obtenidas
cn ¢l paso 1:

p
v=\ [x&(x)] (9.13)
=1
La cntrada 7j-ésima de la memoria cstd dada asf:
p
vij =\ a@.2}) (9.14)
=1

Sc tiene que v;; € B, Vi€ {1,2,....,n}. Vj € {1,2,...n}
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Fase de recuperacion.

CASO 1: Patron fundamental Sc presenta un patrén x“,conw € {1,2,....p},
a la memoria autoasociativa a3 tipo V y se realiza la operacién Mg :

Vg x* (9.15)

El resultado de la operacién anterior serd un vector columna de di-
mensién n.

n
(Vmg x“’)i = /\ B(vi;. _C;) (9.16)
J=1
n i
(Vagx?), = ABL |\ a2,z (9.17)
j=1 p=1

CASO 2: Patron alterado Sc presenta un patrén binario X que es un vector
columna de dimensién n. a la memoria autoasociativa a3 tipo V y sc
rcaliza la opcracién Mg :

V@3 x (9.18)

Al igual que cn cl caso 1, cl resultado de la operacién anterior es un

vector columna de dimensién n. cuya i-¢sitna componente sc cxpresa
de la siguicntc mancra:

(V M3 i)z = /\ .’3(Vij15j) (9.19)
j=1
n p
vagx), = ABS |V akhd)i.5 (9.20)

Lema 6. Una memoria autoasociativa ag tipo V ticnc inicamente unos
cn su diagonal principal.

Demostracién.- La ij-¢sima entrada de una memoria autoasociativa a3
tipo V cst4 dada por
P
_ Bl
Vij = V 0-(-1',‘ -3-_,')

=1
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Las entradas de la diagonal principal sc obticnen de la expresiéon antcerior.
hacicendo z = j:

»
Vii = V a(zl'.a?), Vie{1,2,...,n} (9.21)
p=1

Pero se tiene que
Lt 1Y =
a(xy.xi) =1

por lo que la expresion 9.21 se transforma cn:

p
vi=\(1)=1, Vie{1.2,.,n}
n=1

|
Teorema 5. Una mcmoria autoasociativa a8 tipo V rccupera dc mancra

perfecta cl conjunto fundamental completo; ademss, ticne mdxima capacidad
de aprendizaje.

Demostracion.- Sca w € {1,2,...,p} arbitrario. Dc acucrdo con cl Lema
6, para cada i € {1,....n} escogida arbitrariamente

Vi = 1= O(.’K?’,:t:-"')

Es dccir. para 7 € {1,....n} cscogida arbitrariamente, 3jo =7 € {1,... n}
quc cumple con:
L. == oo W
Vijo = a(x?, 2§
Por lo tanto, de acucrdo con ¢l Tecorema 2:

Vg x* =x¥, Vwe{l.2...,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa a8 tipo V rccupcra dc
mancra perfecta cl conjunto fundamental completo.

Adcemas, en la demostracion de este Teorema, en ningilin momento aparcce
restriccion alguna sobre p, que es la cardinalidad del conjunto fundamental;
csto quicre decir gque el conjunto fundamental puede crecer tanto como SC
quicra. La consccucncia dirccta cs que ¢l mimero dec patroncs gquc pucdc
aprender una memoria autoasociativa a3 tipo V, con recupceracion perfec-

ta. ¢s maximo.
[ ]

Teorema 6. Sca {(x*,x") | p=1,2,....p} cl conjunto fundamental dc
una memoria antoasociativa a;3 representada por V, y sca X € A” un patron
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alterado con ruido aditivo respecto de algiin patrén fundamental x* con
we{l2..., p}. Si sc presenta X a la memoria V como entrada., y si ademads
para cada i € {1,....n} sc cumple la condici6n de que 3j = jp € {1....,n}. ¢l
cual depende de w y de @ t‘f‘l que ¥ija < a(z}.xj,), cntonces la recuperacion
V g X cs perfecta; es decir VAg X = xv.

Demostracion.- Por hipétesis se ticne que y* = x* Vu € {1,2,....p} ¥,

por consiguicnte. = n. Al establecer estas dos condiciones en ¢l Teorema
4. sc obticnc ¢l resultado: V @z x = x.

El Tecorcma 6 confirma que las memorias autoasociativas a3 tipo V son
immnunes a cierta cantidad de ruido aditivo. '

Dado un i € {1,....n} cualquicra, considercmos las reclacioncs que hay
entre los valores de z% y las coordenadas del vector X. con el fin de analizar
brevemente cada uno de los casos posibles cn la fase de recuperacion. Segin
la hip6tesis del Teorema 6 la recuperacion del valor ¥ se garantiza sicmpre
y cuando para cste valor ¢ sc pucda encontrar un jp € {1....,n} que cumpla
con la desigualdad v;;, < a(a¥.z;,). Existen dos casos posibles para cl valor
de a7

1. Sia¥ =1, cs suficiente que alguna de las entradas del patrén X sca
ccro, para garantizar la recupcracién del valor z¥. Veamos: si existe
Jjo € {1,...,n} para cl cual T, = 0 cntonces, de acucrdo con la Tabla
3.1. a(a¥,%j,) = a(1.0) = 2 y csto significa que vij, < ofzf,Tj),
porquc ¢l maximo valor posible para v;j, cs precisamente 2. scgiin la
misma Tabla.

2. Este caso cs mas restrictivo. Si ¥ = 0, no basta con cncontrar una
entrada cero en cl patrén X. Al hallar el valor de jo € {1,....n} para
cl cual T, = 0, sc debe pedir como condicién adicional que vij # 2,
porque (scgin Tabla 3.1) a(a¥,T;,) = a(0.0) = 1 y csto significa que
la desigualdad v;5, < a(zf.Tj,) sc da sicmpre y cuando vj, # 2. §i
sc llcgase a tener carencia de ceros en las coordenadas dcl patrén x,
la condicién para recuperar cl valor de ¥, al tener Zj, = 1. cs mds
fuerte: v;;, = 0, porque a(0.1) = 0.

Las memorias autoasociativas a3 tipo A sc desarrollan por dualidad,
particndo de los resultados obtenidos para las memorias autoasociativas a3
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tipo V: para cllo. sc realizan cambios similarcs a los que sc indicaron para
las memorias heteroasociativas. También. mientras que las memorias au-
toasociativas a3 tipo V son inmuncs a cierta cantidad de ruido aditivo pero
sensibles a ruido sustractivo, con las memorias autoasociativas a3 tipo A
sucedce lo contrario.

9.3. Densidad Aritmética

Una coleccion de operadores logicos cs funcionalmente completa si toda
proposicién compucsta cs légicamente equivalente a una proposiciéon com-
pucsta que involucre sélo a los operadores de la coleccion (Rosen, 1995).

Es un hecho establecido que los tres operadores légicos de negacién (—),
conjuncion (A) y disyuncién (V) forman una coleccién funcionalmente com-
plcta de opcradores l6gicos:

{"'r A, V}

Existen colecciones funcionalmente completas que constan de dos o dc un
tinico operador. Uno de cstos operadores cs cl que correspondce a la Tabla dc
verdad de la disvuncion negada: la concctiva logica nor, que denotarcinos
con cl operador |.
Scan x y y dos variables l6gicas boolcanas. El operador | s¢ define de la
siguicnte mancra:
aly=-(zVy) | (9-22)

Esto significa que la coleccion {|} es funcionalnente completa. como lo
afirma la Proposicién 1.

Proposicién 1. El opcrador | constituye. por si mismo, una colcccion
funcionalmente completa {{}: si z y y son variables logicas boolcanas. cn-
tonces sc cumplen las siguientes equivalencias:

- = &l=x
zVy = (zly) | (zly) (9-23)
zAhy = (zlz)l (yly)

Tanto para las memorias asociativas morfolégicas como para las memo-
rias asociativas a3 se considera un conjunto fundamental de p asociacioncs:
donde los patrones de entrada ticnen dimension n, v los patrones de salida,
dimension m.
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Al realizar el cdleulo del total de operaciones requeridas para ambas fases
cn las memorias asociativas morfologicas, sc llega a los siguicentes resultados:

La fasc de aprendizaje de una memoria asociativa morfol6gica requicre
dc 28mnp operaciones | y mn(p — 1) operaciones de orden.

La fasc de recuperacion de un patrén de salida en una memoria asociativa
morfoldgica requicre de 198mn opceraciones | y m(n — 1) opcraciones de
orden.

Al realizar cl cdlculo del total de operaciones requeridas para ambas fascs
cn las memorias asociativas a3, sc llega a los siguicntes resultados:

La fasc dc aprendizaje de una memoria asociativa «3 requicre de 28mnp
opcraciones | y mn(p — 1) operaciones de orden.

La fasc dc recuperacién de un patrén de salida en una memoria asociativa
a3 requicre de 147mn operaciones | y m(n — 1) opcraciones de orden.

A diferencia de lo que sucede con las densidades aritméticas de apren-
dizaje. las cuales son iguales en ambos tipos de memorias asociativas, la
densidad aritmética de recuperacién ¢s menor para las memorias asociativas
a3 que la correspondicente a las memorias morfoldgicas,

Resultado comparativo de la densidad aritmética: La fase de re-
cupcracién dec las memorias asociativas morfolégicas requicre de un 34.7%

adicional en ¢l mimero de opceracionces légicas |, respecto de lo que requicren
las memorias asociativas a/3.

9.4. Consideraciones finales del capitulo.

Estc trabajo ticne como producto un modclo de memoria asociativa que
utiliza dos operadores binarios originales que, al combinarlos de ciertas man-
cras, dan lugar a cuatro operacioncs novedosas entre matrices y vectores.

Las memorias asociativas a3 ticnen al menos una ventaja sobre las mor-
folégicas: la densidad aritmética de las memorias a3 cs menor. Ademds. cx-
hiben capacidad méaxima de almacenamicnto y aprendizaje: la recuperacion
cs perfecta para todo el conjunto fundamental.

Las memorias asociativas a3 tipo V son robustas a ruido aditivo pcro
vulnerables ante ruido sustractivo. y las memorias asociativas a3 tipo A son
robustas a ruido sustractivo pero vulnerables ante ruido aditivo.

Las nucvas memorias carccen de problemas de convergencia (son memo-
rias asociativas one shot), lo que potencialmente les permite ser mads rdpidas
que las memorias que requicren convergencia.
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Apéndice A
Pruebas de convergencia.

A.1. Contexto.

De acuerdo con el capftulo 6, podemos afirmar que la Memoria Asociativa
Hopficld cs autoasociativa. simétrica. con ceros en la diagonal principal.

En virtud de que la memoria cs autoasociativa, cl conjunto fundamental
para la memoria Hopfield cs {(x".x*) | p = 1,2,....p} con

xt=| " lea y A={1,-1)

La fase de aprendizaje incluyc la siguicnte regla para obtener la ij-
¢sima componente de la memoria Hopficld M:

p
Y xﬁ':v;-‘ si z#]J
mi; = n=1 (A-l)

0si x=)

Operativamente, cl resultado de la expresion anterior se pucde obtener
cn tres ctapas:
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1. Para cada una de las p asociaciones (x*.x") sc cncuentra la matriy,
t : . . Tiz
x* - (x")" dc dimensiones . x n, la cual ticne unos cn su diagona)

principal:
[ R T
T ;e zyah
; Jgr i
:rll -",2-"1 -12 o'ti SR 1.’2 .Ifi:
n : :
.( e T2 A " : : :
x'{x") = Ly, Lg. s Ty ) = ] J y
. - ¥ ol 1 . o0 L '
: L ) R
1 - .
.1:{; : ' :
ot ot
\ J:""L] R Sl :Ell:r,' "t 3:{;3.1;

o

¥ t . e .
A cada una de las p matrices x# - (x**)" sc le resta la matriz identidad I
de dimensiones n x 1, con cl fin de lograr ceros cn la diagonal principal:

( 0 afaf .- zfaf - Lk \
] 3 1
ghaf 0 .- ahal ... aban
" it — . : -
xt-(x') —-1I=
( ) :l.:’:v‘l’ :C? ZLJ?’ ainle 0 S & m? '-LJ;:
1o I IS}
\ shay hah =~ oy - 0 }

3. Scsuman la p matrices x¥ - (x/ ‘)t —1I para finalmente obtener la memoria
M:

P
M= Z [x" - (x")! = I] = [mij],xn

n=1

En la fase de recuperacion para la memoria Hopficld sc le presenta un
patrén de entrada X, y ésta cambiard su cstado con cl ticmpo. de modo que
cada neurona r; ajuste su valor de acuerdo con cl resultado que arrojc la

comparacion de la cantidad
n

E ‘H?,‘j.’L‘J‘

J=1

con un valor de umbral que cs normalmentc ccro.
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Representemos el estado de la memoria Hopficld en ol ticmpo # por x(1);

cntonces i (t) representa cl valor de la neurona x; en el ticmpo t v z;(t + 1)
cl valor de z; cn cl ticmpo siguicnte (t + 1).

Dado un vector columna de entrada X. la fasc de recuperacion consta de
tres pasos:

1. Parat = 0. sc hacc x(t) = X; cs decir, z;(0) = 7;, Vi € {1,2,3,....n}

2. Vi € {1,2.3....,n} sc calcula 2;(t + 1) dec acucrdo con la condicion
siguicntc:

n
1 si ) myzi(t) >0
i=t

zi(t+1) = i(t) si zlm,-j:r,-(t) =0 (A.2)
J:
-1 si i Tn,’j:rj(t) <0
L i=1

3. Se compara z;(t + 1) con z;(t) Vi € {1.2.3....,n}. Si x(t + 1) = x(t)
cl proceso termina y el vector recuperado es x(0) = x. De otro modo,
cl proccso continda de la siguiente mancra: los pasos 2 v 3 sc itcran
tantas veeces como sca nceesario hasta llegar a un valor ¢ = 7 para
cl cual z;(r + 1) = z;(7) Vi € {1,2,3,....n}: cl proceso termina y cl
patron recuperado es x(7).

El proceso de convergencia descrito en cl paso 3 de la fase de recu-

peracion. indica que el sistema llega a un punto limite localinente estable cn
el ticmpo 7.

La cxistencia de 7 cstd garantizada a través de la demostracién que hace
Hopficld de que existen puntos limite localmente estables en su modclo de
memoria asociativa; para ello, define la encrgia E del sistema dc la siguiente
mancra, tomando cn cuenta la condicion de que m;; = 0. Vi:

= -—-% i f: mijxiT;y (“\-3)

i=1 j=1
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v acto scguido demuestra que E ¢s una funcion dec z; mondétona decre-

cicnte.

Ademds de la demostracién sugerida por Hopficld. los investigadores
McElicce ot. al. esbozan otro camino para demostrar la convergencia de
la expresién A.3, cn un importante trabajo donde analizan la capacidad de
la memoria asociativa Hopficld (McElicce. Posner, Rodemich. & Venkatesh,

1987).

En cste apéndice sc desarrolla la sugerencia de Hopficld y también se
desarrolla ¢l eshozo de demostracion de McElicee ct. al.

A.2. Los desarrollos.

A.2.1. Hopfield
Si la memoria Hopficld M cs simétrica. es decir iy = mij;, ViVj. entonces

E cs monétona decreciente para el caso bipolar y monétona no creciente para
cl caso binario.

Consideremos la expresion A.3 para la energfa:

l n n
E = —5 ZZNIU:L‘,':BJ'

i=1 i=1

Analicemos lo que sucede con E cuando la coordenada k-ésima se inere-
menta cn Azy, de modo que &g — . + Azy, para algin k€ {1,2,....n}
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E+AE=—-2!-<

,

t=

E+AE=—%<

+

n

k-1
.._Zl tmai (T + Axy) | +
= n

+mk,,."(.1'k + AIJ,-) (xx + Azp) |+ )
+ X my(zr+ Axy) z;

2 | +maa; (i + Ay

>
I
it

k=1 - .

Z mi;T;c;
Jj=1

+ _ > My Tix;
J=k+1
1 4 .

) my; (xx + Azy) x;

e

k

J:

j=k+1
" ’.._1 -

> MiTix;
n j=1

k+1 n
+ ) myzi;
J=k+1

[ k-1 1
2 M T;Tj + M T Xy
Jj=1

+mix; A1)
n
+ Y. mijzix;
j=k+1
k-1

4 Z My T5
j=

k=1
+ Y mypjAriz;
o~

.
Il
-

J
+my (2 + Az;) (. + Axy)
n n

Y myjmxi+ Y. My AT

j:k-{-l j=k+1

k=1
Y myjrix; + MiZil

+ ¥ L i

i=k+1 | pmgxidae+ ) MTT;

Jj=k+1
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n

\
([ k=1 [k=) ‘
Z E MG T2 + Mkl + Z ML
i=] |Jj=1 j=k+1

k-1
+Az Y mpT;

i=1

k-1 n
+ Z Ny Tilj + My p TR X + E My; Tp T 5
]

E+AFE =

|
W=
™

!
+Axy Z myTj + Az Z My Xj
= j=k+1
Jj=

+A LIk (2-'LA + A-'rk)

n k-1 n
Z Z: MijTix; + M Tk + ) Myji%;
i=k+ =1 j=k+1
n
+Alg Z MipLi
i=k+1 J

n k-1 3
Z: miizici + Axy Y Mg
J:
n

IIMf

i=1
k=1
+ 2. M Tk + Az, E MY 5Tj
E+AE=-%¢ = =1 >
+Ax Y myjzi + Az (2x + Axy)

n n

n
+ Y mi;Tiv; + Az ) M
\ i=k+1j=1 i=k+1 y

n n n

n k-1
E E myj iz + Z myjpj + Z E 1:1,-3-1',-:r,-

(

A k- n
E+AFE = —% { +Azx E mixi + Axy E My Tj+ Az ). Mz
j=k+1
n
+Axpmyg (2x + A.I:,(-) + Az Y my;
\ i=k+1

Y
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n k-1 n )
b (z MG TiTj + My T + Y mijziz;
Jj=1 \i=1 i=k41
L‘il k-1

™m.x; + miT;
E+AE= -3 Lo P >
+Ax; +j—§|-1 my;T; + nuyg (225 + Axy)

n
+ ) mpx;

\ i=k+1

[ (k-1 n .
Y MaTi + maxy + MirT;
E+AE -;— ﬁ ( =1 : i=§-l ikdi >
+A.L'k n
(Z My Tj + M T + Y mijj)
)= j=k+1
\ L +my Ay ] )

n 7
E+AE = -1 Y Y mijwicj—3An

E miTi + E mg;T; + m“A:zk]
j=1i=1

i=1 1=1

Por la cxpresién A.l sc ticne que myx = 0, y por cllo mi Az, = 0;

=% 3P
ademds, de acuerdo con la expresion A.3: —3 Z 21 xixj=E
J: 1=

—

E+AE=F- —Aa,k
=1 j=1

Z mirxTi + Z nu,r_,]

Es dccir:

n n
AE = —%Azzk [Z mrx; + '21 ml.-j-'"'j]
J"..'.'

j=1
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Por hipétesis la memoria cs simétrica: m;g = My

AE = —1Axy }: ny.ej + Z My j 2

n
AE = “%A-Tk 2 Z 7n'l.'j:cj
j=1

n
AE = -Axy Z My,

Para cl caso bipolar, por la expresiéon A.2 sc pucde afirmar que Azy y
'l . . -
Y myjx;j tienen signos iguales. por lo que AL c¢s negativa.
Jj=1
n . )
Para cl caso binario, Az y > Ty ; T NO pucden tener signos contrarios.

J=1
|

A.2.2. McEliece et. al.

Sc mostrard que cl producto interno o corrclacién

C=M-x= ian,]c,TJ (A4)

i=1i=1

cs no decreciente cuando ¢l estado x s¢ mueve a través de una trayvectoria
del modclo.

La coordenada k-¢sima del vector de prucba x cambiard y todas las
demds permanceerén sin cambio alguno; s decir, x; (t + 1) = 2;(t), Vi # k.
Entonces, de acuerdo con cl algoritmo Hopficld:

1 si ) myxi(t) >0
j=1

et +1) = { z;i(t) si f:l‘"lkjl'j(t) =0 (A.5)
J:'-

n
=1 si ) myz;(t) <0
L j=1
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Sca Azy = zi(t + 1) — zk(t). csto significa que 4 (t + 1) = z4(t) + Axy.
Hallemos una cxpresién para cl cambio AC = C(t + 1) — C(¢).

C(t) = Z Zm,-j:r.,-(t):rj(t)

i=1 i=1

k-1 ki:l myjzi(t)a;(t) + muzi(t)er(t + 1)
ce+1) = ) |7 "

i=1 + Z m,-,-x.-(t):rj(t)
J=k+1
k-1
Z m,..j:z:k(t + 1)z + myuzi(t + D)z (t + 1)
+| = N
+ Y my an(t + Dz;(t)
j=k+1
k-1

n Y- mijzi(t)z;(t) + mazi(t)oe(t + 1)
+ > | ’

i=k+1 + Y myjai(t)x;(t)
Jj=k+1

k-1 E m;zi(t)zi () + mazi(t) [ () + Az

2|’

C(t+1)

+ i m,-,-:::,-(t):rj(t)
j=k+

Z my;j [1x(t) + Azi] z; (t)
+ +mu [:1:; (t) + Az [z(t) + Az

+ Z my; [z (t) + Ax] 5(t)
j:‘.k-{"l

n E miji(t)a;(t) + mazi(t) [z (t) + Ay

j=1
.3 % n
i=LZ'+1 + 3 myzi(t)z;(t)
j=k+]
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C(t +1)

C(t+1)
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-

kz_:l mjxi(t)a;(t) ~
+m,,\ xi(t)zi(t) + Z mirxi(t) (Aay)

+ Z mizai(t)e;(t)

-

k-1
> myjax(t)z;(t)
j=1
tmga(tant) |+ Z my; (D) 2;(t)

n
+ Y myjar(t)z;(t) a
j=k+1

n
+2myi (D) Ay + g (Azi)? + Z myj (Axy) z;(t)

j=k+1

Z m;jxi(t)z;(t)

£ | non® |+ man (B

i=k+1

n .=k l
+ 2 myzi(t)z;(t) =
j=k+1

i=1 | 5=l

k-1 n
Z [Z??I,J‘l,(t)'bj t):' [Zmbx,, t)‘!,_,(t)]
+ Z ,:anij.‘l,‘,'(t)xj(t):l
i=k+1 | j=1
k=1
+ kaj (Axy) z;(t) + Mg (Azr) 24 (2)
j=1
+ Z my; (Azy) z;(t)
i=k+1
k-1
+ Zm,-;,.:r,' (t) (Axr) + myupay(t) (Axy)
i=]

+ Z m,-;_.a:,-(t) (A:L‘A.) + myy. (A:L‘;.-)2
i=k+1
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Cit+1) = szijmi(t)xj(t)

i—lj 1

j=1

(1) + Zm,-kz;,-(t) (Azy) + g (A;:z:,f\.)2

i=1

AC = C(t+1)- C(t)—-zzmql (t J«'J(t)'l'ZmA,(AiCA)%(f)

i=1 j=1
n

+ Z mii(t) (Azk) + mp (D) =) Z m;;jzi(t)x;(t)

AC = Z'm“ (A:r;\) :I.‘J(t) + Zm.,g.l: (t) (A:L‘;) + my. (A.Lk)

j=1

No sc exige que 1y = 0: basta con que 7 >0,1<k<n.
Entonces

AC 2 EmLJ (Axy) z(t) + Z mizi(t) (Azy)

ji=1
Y por simetrfa de M. se ticne que mk;j = Mjk; ¥ con cllo

n n n
AC > Z myj (Azi) zi(t) + Z'm-ki (Axx) zi(t) = 282 Z iz (t)
j=1 i=1 j=1

AC 2 2A:r;-5_:mkj:vj(t)

i=1
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Caso 1: xx(t + 1) = xx(t). entonces Auxy =0y claramente AC > g,

Caso 20 ax(t + 1) < ax(t). entonces ax(t) = +ly ax(t+1) = -

2 CXPICS 5 sc¢ tiene que myj;(t) < 0: por oty
Dec acucrdo con la expresion A5 sc ti 1 J; L) p ro

) L — (1) = =1 — 1 = =2y csto significa que AC >
lado, Axx = xi(t + 1) — 2% E')

n
20y, 3 myjai(t) = 2(=2) ZI myx;(t) > 0.
Jj=1 4=

Caso 3: zi(t + 1) > zx(t). cntonces .L;,(,tl) =-lyau(t+1) = +1. D¢

acuerdo con la expresion A.5 se tienc que Zl myjr;(t) > 0. Por otro lado,
J:

Axy = oi(t + 1 x(t) = 1= (=1) = +2 y csto significa que AC >
1 n

) — &
242 'Z my;xj(t) = 2(2) 3 myjz;(t) > 0.
j-_-l j-_—l
]

A3 Consideraciones finales del apéndice.

En este apéndice hemos presentado los desarrollos de dos demostraciones
para la convergencia de la Memoria Hopficld, que s uno de los trabajos clisi-
cos cn memorias asociativas. Su autor, el ffsico nortcamericano John Hopficld
¢s responsable, segiin voces autorizadas. de haber revivido ¢l interés, a prin-
cipios de los ochenta del siglo XX. en las redes neuronales v cn particular en
las memorias asociativas. después de un periodo de estancamicnto de mds

de una década.

Uno de los desarrollos parte de Ia sugerencia del propio Hopficld, y cl
otro. de un importante articulo: (McElicce. Posner, Rodemich, & Venkatesh.
1987).
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